


La filosofía se ha interesado prácticamente desde sus o 
males del razonamiento. Aristóteles fue el primero en desarrollar una teoría de la argu- 
mentación deductiva, por lo que se le considera con justicia el creador de la lógica 
como disciplina. La lógica permaneció esencialmente en el mismo estado en que la 
dejó Aristóteles hasta mediados del siglo xix, cuando inició un nuevo desarrollo, basa- 


¡genes por los aspectos for- 


miento, se desarrollaron a finales del siglo xix y principios del xx la teoría de las rela- 
ciones y la de la cuantificación. Estas dos teofías, junto con el cálculo proposicional, 
cuyo estudio iniciaron los lógicos megaáricos y estoicos, constituyen el cuerpo bási- 
co de conocimientos de la lógica, una disciplina que a lo largo del siglo xx se ha desa- 
rrollado considerablemente y que está todavía en expansión. 


Este libro es un manual de introducción a la lógica, escrito especialmente para estu- 
diantes de filosofía, pero también para aquéllas personas con formación humanis- 
tica interesadas en materias que requieran conocimientos lógicos, como la lingúísti- 
ca o la ciencia cognitiva. En él se exponen los conceptos y resultados básicos de la lógi- 
ca contemporánea sin presuponer ningún conocimiento técnico especial por parte 
del lector. Los elementos de teoría de conjuntos necesarios para presentar con rigor 
la lógica proposicional y, sobre todo, la cuantificacional se introducen de forma pau- 
sada en los primeros capítulos del libro. El concepto de infinitud, que tradicionalmen- 
te ha sido objeto de reflexión filosófica, es un concepto propio de la teoría de conjuntos 
que el lector también encontrará caracterizado con rigor en estos capítulos. 
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PRÓLOGO 


Este libro es un manual de introducción a la lógica, escrito especialmente 
para estudiantes de filosofía, pero también para aquellas personas con forma- 
ción humanística interesadas en materias que requieran conocimientos lógicos, 
como la lingúística o la ciencia cognitiva. En él hemos pretendido presentar de 
forma detallada los conocimientos mínimos de lógica que, a nuestro entender, 
todo licenciado en filosofía debiera poseer. El tratamiento de los distintos te- 
mas es pausado, con múltiples ejemplos y aclaraciones, y sin presuposiciones 
técnicas por parte del lector. 

El libro se divide en tres partes: nociones de teoría de oofimba: lógica 
proposicional y lógica de primer orden. Puesto que su título es Elementos de 
lógica formal, cabe decir algo acerca de las razones para incluir los cincos 
capítulos que constituyen la primera parte. Son, fundamentalmente, tres: en 
primer lugar, el tratamiento riguroso de los temas propiamente lógicos, so- 
bre todo de la lógica de primer orden, requiere instrumentos técnicos que se 
elaboran en la primera parte. En segundo lugar, el desarrollo informal, pero 
riguroso, de los temas de la primera parte, en particular las justificaciones 
y demostraciones, es un buen material para la aplicación de los métodos de 
análisis desarrollados en los capítulos de lógica, al tiempo que la variedad de 
construcciones conjuntistas estudiadas (como los diversos órdenes lineales en 
el conjunto de los números naturales) ofrece al lector un indicio de la abun- 
dancia y diversidad de estructuras a que se aplica la lógica de primer orden, 
que, de otro modo, no podría sospechar. En tercer y último lugar, los métodos 
conjuntistas son necesarios para un tratamiento cabal de conceptos como el 
de número natural o el de infinito, que tradicionalmente han sido objeto de 
reflexión filosófica y que la persona interesada buscará seguramente en un libro 
de lógica. 

El estudio del material incluido puede hacerse en orden distinto al de 
su aparición. De hecho, un curso introductorio de lógica puede empezar por 
la, parte dedicada a la lógica proposicional, ya que (con excepción de algu- 
nas consideraciones sobre inducción, que pueden dejarse para un curso más 
avanzado], los conocimientos conjuntistas que estos capítulos presuponen son 
prácticamente nulos; el curso puede continuar con algunas secciones de la par- 
te de teoría de conjuntos, en particular con las dos primeras secciones del 
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capítulo primero, las dos primeras secciones del capítulo segundo y las seccio- 
nes 1, 2, 3 y 7 del capítulo tercero, y puede concluir con los capítulos 12, 13, 
14 y 16 de la parte de lógica de primer orden. Antes de abordar el capítulo 15 
es conveniente leer las secciones 1 y 4 del capítulo cuarto. En cuanto al último 
capítulo, Teorías y modelos, de dificultad superior a los anteriores, requiere 
una madurez y unos conocimientos que pueden adquirirse con el estudio de 
la totalidad de la primera parte, en especial del capítulo 5. Los ejercicios que 
aparecen al final de cada capítulo, dispuestos en el mismo orden que los temas 
en que se basan, son parte integral del libro; es imposible adquirir un dominio 
razonable de la materia estudiada sin hacer un buen número de ellos, 

El material incluido se basa en notas de clase de distintos cursos que 
los tres autores han impartido durante varios años en el Departamento de 
Lógica, Historia y Filosofía de la Ciencia de la Universidad de Barcelona. 
Cada autor se ha encargado de la redacción de distintos capítulos, que han ido 
adquiriendo su forma definitiva en versiones sucesivas. La redacción final es el 
resultado de extensas discusiones referentes al material que cabía incluir, 
modo de introducir y desarrollar los conceptos fundamentales, y a la notación 
y terminología que era conveniente utilizar. Hemos optado por incluir en el 
apéndice Á la definición del concepto de verdad en términos de asignaciones, 
más habitual que la que, por razones pedagógicas, hemos decidido adoptar en 
el texto. Calixto Badesa ha sido el autor principal de los capítulos 6-11, Ignacio 
Jané de los capítulos 1-5 y 17, y Ramon Jansana de los capítulos 12-16. 

(Jueremos dar las gracias a algunos profesores de muestro departamento, 
en particular a Joan Bagaria, Ramon Cirera y Josep Maciá, por usar versiones 
previas de partes del libro en sus clases y llamarnos la atención sobre algunos 
errores y sugerirnos algunas mejoras. Una mención especial de agradecimiento 
la merece Álex Espinós, que durante algunos años se ha encargado de las clases 
prácticas de los cursos de Introducción a la Lógica de la licenciatura en filosofía 
de nuestra universidad y que ha propuesto un buen número de ejercicios y 
ha sugerido mejoras en la exposición de algunos puntos. Además, su lectura 
atenta de distintas versiones de este libro ha contribuido sustancialmente a la 
reducción del número de errores que contiene. 


INTRODUCCIÓN 


El objeto central de la lógica es el concepto de argumento correcto. ÁAn- 
tes de precisar qué entendemos por un argumento debemos decir algo sobre 
enunciados y proposiciones. Un entnciado es una oración declarativa, una ora- 
ción de la que, proferida en un cierto contexto, tiene sentido preguntarse sl 
es verdadera o falsa, Así, la oración «Aristóteles es un filósofo griego» es un 
enunciado, pero no lo son, por ejemplo, las oraciones interrogativas o las ex- 
clamativas, como «¿En qué año nació Platón?» o «¡Qué ironía tan sutill». Una 
proposición es lo que expresa un enunciado en un contexto determinado. 

Una misma proposición puede ser expresada por distintas oraciones de un 
mismo lenguaje, por ejemplo «Bruto asesinó a César» y «César fue asesinado 
por Bruto», y, naturalmente, de distintos lenguajes («llueve», «plou», «chove», 
«piove», «il pleut», «it 18 raining», «es regnet»). Por otra parte, una misma 
oración declarativa puede expresar distintas proposiciones según el contexto 
en que sea proferida; por ejemplo, «el año pasado estuve en Roma» dicha por 
diferentes personas o en años distintos, El hecho de que craciones declarativas 
distintas expresen lo mismo y que una misma oración pueda expresar cosas 
distintas es una de las razones de que nos interesemos por las proposiciones. 

Al proferir una oración declarativa podemos no expresar ninguna pro- 
posición por varias razones, una de ellas es que el contexto no determine la 
referencia de alguno de sus términos; por ejemplo, si decimos «él vendrá» 
sin referirnos a nadie en particular, no expresamos ninguna proposición. Tam- 
bién es posible que no expresemos ninguna proposición porque alguno de los 
términos de la oración proferida carezca de referencia, así con la oración «el 
mayor número entero es primo» no podemos expresar ninguna proposición 
puesto que «el mayor número entero» no tiene referencia, ya que no hay ningún 
número entero mayor que todos los demás. 

La proposiciones son verdaderas o falsas, No diremos qué significa que 
una proposición sea verdadera o falsa; se supone que es algo que todos sa- 
bemos, aunque posiblemente tendríamos muchas dificultades para articularlo 
coherentemente. Hay proposiciones verdaderas cuya verdad ignoramos, o que 
incluso creemos que son falsas, y hay proposiciones falsas que no sabemos que 
lo son, o que creemos que son verdaderas. Una cosa es, pues, el valor de verdad 
de una proposición (el que sea verdadera o falsa) y otra nuestro conocimiento 
de este valor de verdad. 
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ARGUMENTOS Y ARGUMENTACIONES 


Supongamos que estamos interesados en conocer el valor de verdad de una 
proposición determinada, P. Podemos hacerlo de distintos modos, según el ti- 
po de proposición de que se trate; por ejemplo, la proposición que expresamos 
con «ahora llueve» podríamos decidirla mirando por la ventana. En ciertas 
circunstancias tratamos de hallar el valor de verdad de una proposición no 
directamente, sino mediante una argumentación. Si procedemos de este modo, 
empezamos haciendo una conjetura sobre el valor de verdad de P. Si conjetu- 
ramos que P es verdadera, procuramos deducirla de otras proposiciones que ya 
sabemos que son verdaderas y, si lo logramos, decimos que hemos demostrado 
P. Si conjeturamos que es P falsa, procuramos deducir de ella y, posiblemente, 
de otras proposiciones que ya sabemos que son verdaderas, una proposición 
que ya sabemos que es falsa. Si lo logramos, decimos que hemos refutado P. 

Para fijar las ideas daremos un ejemplo de demostración y otro de refu- 
tación. El primer ejemplo lo utiliza Kant en su Crítica de la razón pura como 
apoyo a su tesis de que la matemática en general y la geometría en particular 
no se limita a la consideración de conceptos, sino que razona con ayuda de 
lo que llama «construcciones en la intuición». El segundo ejemplo lo utiliza 
Aristóteles en los Primeros analíticos como ilustración del tipo de argumen- 
tación que procede por reducción al absurdo. | 


EJEMPLO 1 


Dermostraremos que la suma de los ángulos interiores de un triángulo 
es igual a dos ángulos rectos. Consideremos un triángulo cualquiera ABC con 
ángulos internos (í, B' y y. Prolonguemos ahora el lado BC hasta el punto D y 
tracemos la línea CE paralela al lado AB. Sean « y B' los ángulos que forma 
la recta CE con las rectas CA y BD, respectivamente. | 


A 





y C D 


sabemos que los ángulos alternos que forma una recta al cortar dos rectas 
paralelas son iguales; así, puesto que la recta AC corta las rectás paralelas AB y 
EC, 4= 0. Sabemos también que los ángulos correspondientes que forman dos 
rectas paralelas al incidir sobre una recta cualquiera son iguales; así, puesto 
que AB y EC son paralelas y ambas inciden sobre BD, B= P'. Ahora bien, 
una recta que incide sobre otra forma dos ángulos que suman dos rectos; así, 
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puesto que AC incide sobre BD, los ángulos y y (0 +(8) y, por tanto, los ángulos 
o”, BP" y y suman dos rectos. Pero entonces, puesto que 01+f +y=0a+PB+yY, 
concluimos que los ángulos (e, $ y y suman dos rectos. 


EJEMPLO 2 


Refutaremos que y2 es un número racional y, asi, demostraremos que y/2 
es un número irracional. Recordemos que un número racional es un número 
que puede expresarse como una fracción de dos números enteros y que un 
número irracional es un número que no puede expresarse de este modo. Re- 
cordemos también que y2 es, por definición, el número positivo cuyo cuadrado 
es igual a 2. Deduciremos una contradicción (por tanto una proposición falsa) 
de la suposición de que y/2 es racional y de algunas proposiciones aritméticas 
verdaderas. Supongamos que y2 es racional. Así, hay números enteros 1 y m, 
sin ningún factor común, tales que y2 = m/m; en particular, n y m no son 
ambos pares. Elevando al cuadrado obtenemos 2= (y2)?= (n/m)? = 1? /m?, 
de manera que 2m*= n*. Esto significa que n? es par. Pero entonces, n también 
es par (ya que el cuadrado de un número impar es siempre impar) y, así, m es 
impar. Ahora bien, puesto que n es par, hay un número k tal que n=2k, y, por 
tanto, n* =41?, Tenemos pues que 2m?= 44? y, así, m?=24?. Pero entonces m 
es par. Hemos obtenido pues que m es par y m es impar. Esto es una contra- 
dicción que muestra que nuestra suposición inicial (y2 es racional) es falsa. 


De acuerdo con Corcoran,' en una argumentación distinguimos tres com- 
ponentes: las premisas, la conclusión y la.cadenó argumentativa. Las premisas 
y la conclusión son proposiciones que constituyen el argumento de la argu- 
mentación. El argumento es correcto si la conclusión es consecuencia, si se 
sigue, de las premisas; en otro caso el argumento es incorrecto, La cadena 
argumentativa conecta las premisas con la conclusión. Una argumentación es 
concluyente si la cadena argumentativa pone en evidencia que la conclusión es 
consecuencia de las premisas, es decir que el argumento es correcto; en otro 
caso la argumentación es inconcluyente. 

En la primera de las argumentaciones que nos han servido de ejemplo, 
la conclusión del argumento es que la suma de los ángulos internos de todo 
triángulo es igual a dos rectos. Las premisas son las proposiciones geométricas 
generales en que se basa el razonamiento que hemos llevado a cabo, en par- 
ticular las tres proposiciones siguientes: 


1. los ángulos alternos que forma una recta al cortar dos rectas paralelas 
son Iguales, 

2. los ángulos correspondientes que forman dos rectas paralelas al incidir 
sobre una recta son iguales, 


1, John Corcoran, «Árgumentation and Logics, Argumentation, 3 (1989), pp. 17-43 
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3. una recta que incide sobre otra forma ángulos que suman dos rectos. 


La cadena argumentativa muestra con detalle cómo obtener la conclusión 
deseada a partir de las premisas. A ella pertenece la construcción de la figura y 
los distintos razonamientos intermedios con cuya ayuda obtenemos resultados 
parciales antes de alcanzar el resultado final. Con uno de estos razonamientos 
concluimos, por ejemplo, que los ángulos a: y 0 son iguales; con otro que los 
ángulos or, B! y y suman dos rectos. De hecho, muchos de estos razonamientos 
subsidiarios pueden ser considerados a su vez como nuevas argumentaciones 
más simples que podemos también analizar en componentes. 

De modo análogo, la conclusión de nuestro segundo ejemplo de argumen- 
tación es clara: 4/2 no es un número racional; pero no es obvio de antema- 
no cuáles son las premisas del argumento subyacente. Estas son, nuevamente, 
proposiciones generales sobre números, como que todo número racional es un 
cociente de dos números enteros sin ningún factor común, o que el producto 
de dos números impares es impar. La cadena argumentativa es la sucesión 
articulada de razonamientos que muestran cómo, a partir de estas premisas, 
se obtiene la conclusión. 

La circunstancia de que en ambas argumentaciones no era obvio, al prin- 
cipio, cuáles son las premisas, pero si cuál es la conclusión no es accidental. 
Esto es lo que ocurre habitualmente. Normalmente, cuando argumentamos sa- 
bemos qué queremos demostrar 0 qué queremos refutar, pero no sabemos de 
antemano en qué nos basaremos exactamente, no sabemos qué información 
precisa usaremos para ello; la información necesaria la vamos recogiendo poco 
a poco, a medida que la necesitamos. Sólo cuando la argumentación ha con- 
cluido podemos analizarla con detalle y aislar sus premisas y su conclusión. 

Una argumentación concluyente es una deducción y una deducción con 
premisas verdaderas es una demostración. Así, el argumento de una deducción 
es siempre correcto y la conclusión de una demostración es siempre verdadera. 
Ahora bien, es posible que el argumento de una argumentación sea correcto 
y, no obstante, la argumentación sea inconcluyente, de modo que no haya 
deducción, Por ejemplo, el argumento «Todos los filósofos son griegos, Sócrates 
es filósofo, por tanto, Sócrates es griego» es trivialmente correcto; pero la 
siguiente argumentación es claramente inconcluyente: «Todos los filósofos son 
griegos y Sócrates es filósofo, Asi, puesto que Sócrates fue maestro de Platón 
y todos los maestros de Platón son griegos, Sócrates €s griego.» 

El concepto general de deducción (y, por tanto, el de demostración) es 
difícil de precisar debido a la exigencia de que la argumentación sea conclu- 
yente. Como hemos dicho, que la argumentación sea concluyente significa que 
la cadena argumentativa pone en evidencia que la conclusión se sigue de las 
premisas. La dificultad de la empresa radica en el poner en evidencia, Poner 
en evidencia es hacer evidente; pero ¡a quién? Debe haber un sujeto a quien la 
cadena argumentativa haga evidente la corrección del argumento en cuestión. 
Que una argumentación sea o no una deducción puede depender del sujeto a 
quien vaya dirigida; una cadena argumentativa puede ser concluyente para A 
y puede no serlo para B (por ejemplo, porque algunos pasos de la argumenta- 
ción sean claros para Á pero sean oscuros para B). En definitiva, el concepto 
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qn 


de deducción que hemos introducido no es absoluto, sino relativo a uno 6 más 


sujetos. 


La lógica formal no se ocupa de este componente relativo de las deduccio- 


nes. En lógica nos limitamos al estudio de los argumentos desde la perspectiva 
de su corrección. Desde un punto de vista lógico, un argumento no es más que 
una serie de premisas y una conclusión. La relación de consecuencia, es decir, 
la relación que se da entre las premisas y la conclusión de un argumento co- 


rrecto, no es relativa, no varía de un sujeto a otro: un argumento es correcto 
ó no lo es; otra cosa es que sepamos si lo es. 


ARGUMENTOS CORRECTOS 


Hemos dicho que un argumento es correcto si su conclusión se sigue, o es 
consecuencia, de sus premisas. Si bien no hay duda de que sabemos reconocer 
ciertos argumentos correctos como tales, también es cierto que nos veríamos 
en serias dificultades para explicar qué queremos decir, en general, cuando 
decimos que la conclusión de un argumento correcto se sigue de sus premisas. 
De esto nos ocuparemos largamente en las partes segunda y tercera este libro, 
pero ahora haremos algunas observaciones generales al respecto que nos ayuden 
a ver por qué el camino que seguiremos es adecuado. 

Empezamos senalando una caracteristica esencial de los argumentos co- 
rrectos: 1) si todas las premisas de un argumento correcto son verdaderas, 
también lo será su conclusión; por consiguiente, 2) si la conclusión de un argu- 
mento correcto es falsa, por lo menos una de sus premisas será también falsa, 
Podemos referirnos de modo sugerente a la primera observación, diciendo que 
los argumentos correctos transmiten la verdad de las premisas a la conclusión. 
En razón de esta característica de los argumentos correctos, una demostración 
nos convence de la verdad de su conclusión, y en razón de la segunda declara- 
mos falsa una proposición cuando de ella y de otras proposiciones verdaderas 


deducimos una falsedad. 


Consideremos los siete argumentos siguientes, cada uno de los cuales cons- 
ta de dos premisas (las dos primeras líneas) y conclusión (la tercera línea). Los 
tres puntos en disposición triangular que preceden a la conclusión se leen «por 


tanto» o «por consiguiente». 


Al 


Las ballenas son mamiferos, 
ningún mamifero es un ave; 


ninguna ballena es un ave; 





A3 

Las ballenas-son mamiferos, 
ninguna ballena es un ave; 
ningún mamifero es un ave. 


Las ballenas son mamiferos, E: 
ninguna ballena es alada; r 


ningún mamifero es alado. 
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Glou C2 

Las ballenas son mamiferos, Las ballenas son peces, 
ningún mamífero es alado; ninguna ballena es un reptil; 
ninguna ballena es alada. ningún pez es un reptil. 


D1 D2 

Las ballenas son peces, Las ballenas son peces, 
ningún pez es vivíparo; ninguna ballena es ovípara; 
ninguna ballena es vivipara. ningún pez es oviparo. 


Antes de seguir adelante, el lector debería convencerse de que, de estos 
siete argumentos, Al, C1 y Dl son correctos, mientras que los cuatro restantes 
(42, B2, C2 y D2) son incorrectos. Para iniciar la discusión, observemos en 
primer lugar que 


Al y A2 tienen ambas premisas verdaderas y conclusión verdadera, 

B2 tiene ambas premisas verdaderas y conclusión falsa, 

1 y C2 tienen por lo menos una premisa falsa y conclusión verdadera, 
Dl y D2 tienen por lo menos una premisa falsa y conclusión falsa. 


De esta información podemos concluir que B2 es incorrecto, ya que todo 
argumento correcto transmite la verdad de las premisas a la conclusión. Aho- 
ra bien, sabiendo que B2 es incorrecto podemos justificar que A2, B2 y D2 
también lo son, ya que la forma de estos tres argumentos es la misma que la 
de B2. No sabríamos decir en general qué es la forma de un argumento, pero 
sí podemos precisar cuál es la forma de estos areumentos particulares. Puesto 
que decir que las ballenas son mamíferos equivale a decir que toda ballena es 
O los cuatro argumentos de la derecha (A2, B2, C2 y D2) son de 
lA OPTA: 


Todo X es Y, 
ningún X es Z; 
ningún Y es Z. 

Lo importante para la corrección de un argumento es su forma. En par- 
ticular, un argumento cuya forma es la de un argumento incorrecto es tam- 
bién incorrecto. Por la misma razón, para mostrar que los argumentos de la 
USED (A1, C1 y Dl) son correctos, basta observar que los tres son de la 
orma: 


Todo X es Y, 
ningún Y es Z; 
ningún X es Z, 


y que todos los argumentos de esta forma son correctos. En efecto, sean quienes 
fueren A, F y £, si todo X es Y y aes un X cualquiera, entonces a es un Y. 
Por tanto, si ningún Y es Z, a no es un Z. Así, puesto que a es un X cualquiera, 
podemos concluir que ningún X es Z. 
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Las consideraciones sobre la forma que hemos hecho son harto impreci- 
sas. Con el fin de alcanzar cierta precisión, nos preguntamos en primer lugar 
cómo hemos obtenido, o cómo podríamos obtener, la forma lógica de los siete 
argumentos (la forma lógica, porque es la responsable de su corrección o su 
incorrección). No la hemos obtenido mediante un análisis gramatical de las 
premisas y de la conclusión, sino mediante un análisis conceptual. Así, hemos 
dividido los objetos de que hablan estos argumentos (animales, o, tal vez, se- 
res vivos; en realidad no importa) en tres clases, X, Y y Z, sin excluir que un 
mismo objeto pueda estar en dos o, incluso, en las tres clases. Las premisas y 
la conclusión expresan relaciones entre estas tres clases. En la forma del argu- 
mento, estas relaciones quedan plasmadas, pero sin hacer mención alguna del 
contenido de las clases (en la forma no se habla de animales, de ballenas, no 
se habla de nada en concreto). De manera mucho más explícita, la forma de 
los argumentos Ál, Cl y Dl sería ésta: 


Todo objeto de la clase X es un objeto de la clase Y, 
no hay objetos que sean a la vez de la clase Y y de la clase Z; 
no hay objetos que sean a la vez de la clase X y de la clase £, 


mientras que la forma de los argumentos 42, B2, 02 y D2 sería: 


Todo objeto de la clase X es un objeto de la clase Y, 
no hay objetos que sean a la vez de la clase X y de la clase Z; 
no hay objetos que sean a la vez de la clase Y y de la clase £, 


Insistimos una vez más: la forma pertinente no depende tanto de las ex- 
presiones lingúísticas empleadas como de las porposiciones que estas oraciones 
expresen. Ási, el argumento 


Todos los discípulos de Sócrates buscan la sabiduría, 
la búsqueda de la sabiduría es incompatible con la estupidez; 
por tanto, sócrates no tiene discipulos estúpidos, 


es realmente de la misma forma que Al, C1 y Dl y, por tanto, es correcto; 
para verlo, tomamos: 


X = la clase de los discípulos de Sócrates, 
Y = la clase de las personas que buscan la:sabiduría, 
Z = la clase de las personas estúpidas. 


Lo que nos importa de esta discusión es la observación hecha sobre la 
forma. La lógica se ocupa de la forma de los argumentos o, como también 
diremos, de esquemas de argumentos, más que de argumentos en sí. En algunos 
casos (como en los ejemplos anteriores) nos es relativamente fácil descubrir la 
forma del argumento en cuestión; pero otras veces es mucho más difícil. A 
menudo, la forma aparente de un argumento (es decir, la forma gramatical en 
la que expresamos las premisas y la conclusión) puede ser un mal guía hacia 
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la forma lógica. Consideremos los dos argumentos siguientes: 


Quevedo es coctáneo de Góngora, 
Góngora es el autor de las Soledades; 
“, Quevedo es coetáneo del autor de las Soledades. 


Quevedo es coetáneo de alguien, 
alguien es el autor de La divina comedia; 
, Quevedo es coctáneo del autor de La divina comedia. 


Es claro que el primero es correcto, pero no el segundo; sin embargo, un 
análisis superficial podría lleyarnos a pensar que ambos tienen la misma forma, 
que corresponden al mismo esquema: 


a es coetáneo de b, 

b es el autor de e; 

ques coetáneo del autor de e. 
En consecuencia, si es cierto, como afirmamos, que la corrección de un argu- 
mento depende de su forma, nos vemos obligados a negar que ambos argu- 
mentos sean de esta forma. De hecho, este último esquema captura bastante 
bien la forma del primer areumento, pero no del segundo. 

¿Qué relación hay entre la forma de un argumento y su corrección? Para 
tratar de responder a esta pregunta nos preguntamos una vez más qué sig- 
nifica que un argumento sea correcto. Tenemos la convicción de que (*) un 
argumento es correcto si es imposible que sus premisas sean todas verdaderas 
y su conclusión sea falsa. Pero ¿qué significa esto? más específicamente, ¡qué 
queremos decir con «es imposible»? Consideremos el siguiente argumento: 


Todo múltiplo de cuatro es par, 
todo múltiplo de ocho es par; 
todo múltiplo de ocho es múltiplo de cuatro. 


Tanto las premisas como la conclusión de este argumento son verdaderas, 
Además, es imposible que la conclusión sea falsa, es decir, es imposible que 
un múltiplo de ocho no lo sea de cuatro. Es imposible, pues, que las premisas 
de este argumento sean verdaderas y la conclusión sea falsa. ¡Nos vemos, por 
ello, obligados a concluir, de acuerdo con (+), que este argumento es correcto? 
Desde luego que no, porque este argumento es incorrecto. ¡Debemos aban- 
donar, entonces, nuestra convicción (+)? Tampoco; no debemos abandonarla, 
sino más bien entenderla adecuadamente, Y es aquí donde interviene la forma. 
Si nos preguntasen por qué este argumento es incorrecto podríamos responder 
diciendo que si fuera correcto también lo sería este otro argumento: 


Todo múltiplo de cuatro es par, 
todo múltiplo de sels es par; 
todo múltiplo de seis es múltiplo de cuatro, 
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que se obtiene del anterior sustituyendo «múltiplo de ocho» por «múltiplo de 
seis». Pero este último argumento es claramente incorrecto, ya que sus premi- 
sas son verdaderas y su conclusión es falsa, Estos dos argumentos comparten 
la forma, corresponden a un mismo esquema: 


Todo X es Y, 
todo £ es Y; 
todo Z es X. 


Apelando a formas y a esquemas podemos mantener el principio (+), in- 
terpretándolo de modo razonable. La imposibilidad de que habla (+) debemos 
entenderla aplicada no al argumento mismo, sino al esquema subyacente, al 
esquema del cual el argumento es una ejemplificación. Un esquema tiene lu- 
gares vacíos, contiene términos variables (en este último caso X, Y y Z) que, 
según cómo se interpreten, dan lugar a distintos argumentos, Algunas de estas 
interpretaciones darán lugar a argumentos con todas las premisas verdaderas 
o con alguna premisa falsa, con conclusión verdadera o con conclusión falsa. 
Ahora bien, dado un esquema particular, puede ocurrir que siempre que inter- 
pretemos las variables de modo que las premisas del argumento obtenido sean 
verdaderas, su conclusión también sea verdadera; si éste es el caso, decimos 
que el esquerna en cuestión da lugar a argumentos correctos, que es un esque- 
ma de argumentos correctos. Asi, un esquema es un esquema de argumentos 
correctos si es imposible interpretar sus variables de tal modo que se obtenga 
un argumento con premisas verdaderas y conclusión falsa. Este es el contenido 


de (+). 
A lo largo de esta discusión nos hemos encontrado con tres ejemplos de 
esquemas: 
Todo X es Y, Todo X es Y, Todo X es Y, 
ningún Y es Z; ningún X es Z; todo Z es Y; 
ningún X es Z. ningún Y es Z. todo Z es X, 


En los tres casos, las variables X, Y y Z deben interpretarse como clases 
determinadas de objetos. Así, como ya dijimos en su momento, en vez de, 
por ejemplo, «todo X es Y», sería más apropiado decir «todo objeto de la 
clase X es un objeto de la clase Y». El primer esquema es un esquema de 
argumentos correctos, lo cual significa que es imposible hallar clases X, Y y 
Z para las cuales las premisas resulten verdaderas y la conclusión falsa. Los 
otros dos esquemas lo son de argumentos incorrectos. Obsérvese la asimetría 
que hay entre mostrar que un esquema lo es de areumentos incorrectos o que 
lo es de argumentos correctos, Para ver que un esquema lo es de argumentos 
incorrectos, basta encontrar un solo argumento que lo ejemplifique que tenga 
premisas verdaderas y conclusión falsa; sin embargo, para mostrar que un 
esquema lo es de argumentos correctos hace falta una justificación general; así 
lo hicimos cuando nos ocupamos de los argumentos Al, C1 y DI. 

No todas las formas de argumentos son semejantes a las que hemos vis- 
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to en los ejemplos anteriores. En los esquemas que hemos considerado hasta 
ahora, los términos variables debian interpretarse como clases de objetos. Pero 
en otro tipo de esquemas, los términos variables pueden interpretarse de otros 
modos. Por ejemplo, de la argumentación que hemos presentado para justificar 
que v2 es un número racional podemos extraer el siguiente argumento correcto 
de cuatro premisas, cuya forma es de naturaleza distinta a las consideradas 
anteriormente. 


v2=n/m y los números n y m no tienen factores en común, 
si Y2=n/m, 2m2 =w, 
si 2m? =n*, n y m gon pares, 


sin y mono tienen factores en común y n es par, m es impar; 
m es par e impar. 


La forma de este argumento es la siguiente: 


P y Q, 

a1 P entonces K, 

si R entonces $ y f, 

si O y $ entonces no 7; 


T ynoT. 


En este esquema, las letras «P», «Qu, «Ro, «Sa y «To están, res- 
pectivamente, en lugar de «2 = n/mo, «n y mono tienen factores en común», 
«im*=n*%s, «n es paroy «m es par», El lector puede convencerse de que todos 
los argumentos de esta forma son correctos. En la segunda parte del libro 
desarrolla la lógica proposicional, que permite estudiar sistemáticamente la 
corrección de los argumentos con formas de este tipo. 

Los términos variables que pueden aparecer en los esquemas son muy 
variadas, las formas de los argumentos muy diversas, los esquemas muy he- 
terogéneos. En lógica formal nos ocupamos de formas ac argumentos, pero 
no partimos de argumentos concretos tratanto de descubrir su forma. lógica, 
sino que estudiamos las formas directamente. Creamos lenguajes artificiales, 
formales, adecuados para expresar formas. Estos lenguajes son puramente es- 
quemáticos, sus oraciones son meras fórmulas; pero, naturalmente, no los cons- 
truimos arbitrariamente, sino con el objetivo de que las formas que obtengamos 
sean formas de argumentos reales. Asi, si a un argumento real, expresado en 
español o en cualquier otra lengua natural, le conviene una de estas formas de 
argumentos correctos, el argumento en cuestión será correcto. 

En este libro estudiaremos dos clases de lenguajes formales: los lenguajes 
proposicionales y los lenguajes cuantificacionales de primer orden, lo cual nos 
permitirá dar cuenta de la corrección de una gran variedad de argumentos, 
entre ellos, naturalmente, los que nos han servido de ejemplo y otros muchos 
más complejos. Pero nuestro objetivo no es realmente obtener una gran va- 
riedad de formas de argumentos correctos, sino sobre todo entender por qué 
los argumentos correctos lo son; en otras palabras, obtener una teoría de la 
consecuencia lógica. 
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CAPÍTULO 1 
EL CONCEPTO DE CONJUNTO 


l. El principio de extensionalidad 


Como primera aproximación, suficiente para nuestros propósitos en es- 
te libro, podemos concebir un conjunto como una colección de objetos, los 
elementos del conjunto. Todo tipo de objeto es un posible elemento de un 
conjunto. Lo es, por ejemplo, un objeto físico, un número, una palabra y tam- 
bién un conjunto, Así, hay conjuntos de objetos físicos, conjuntos de números, 
conjuntos de palabras y (como veremos más adelante) hay también conjuntos 
de conjuntos, es decir, conjuntos cuyos elementos son a su vez conjuntos. 

Si A es un conjunto y «es un objeto, las expresiones 


xXEA y xÉA 


significan, respectivamente, que es un elemento de A y que x no es un elemento 
de A. En vez de «x es un elemento de A», también decimos «x pertenece 
a A». Estas dos expresiones son sinónimas. Análogamente, en vez de decir que 
x no es un elemento de Á diremos también que x no pertenece a A. 51 x 
e y son objetos cualesquiera, 


1=Y y xFI 


significan, respectivamente, que x e y son el mismo objeto y que x e y son 
objetos distintos. 

Clasificamos los objetos que consideramos en dos categorías: los conjuntos 
y todos los demás. Nos referimos a los objetos que no son conjuntos como 
objetos primitivos. Los objetos primitivos no tienen elementos. 

Usaremos las letras mayúsculas latinas (A, B, ..., Z) para referirnos a 
conjuntos. Hablando técnicamente, las letras mayúsculas latinas varían sobre 
conjuntos, son variables de conjunto. Para referirnos a objetos cualesquiera, 
sean o no conjuntos, usaremos las letras minúsculas latinas. (a, b,....., 2). Estas 
letras, pues, varían sobre objetos cualesquiera, son variables de objeto. Asi, 81 
decimos: «B tiene tal propiedad» presuponemos que 8 es un conjunto, mientras 
que si decimos: «b tiene tal propiedad» no lo presuponemos; b puede ser un 
conjunto o un objeto primitivo. 

Un conjunto está determinado por sus elementos. Dicho de otro modo, 
no hay dos conjuntos distintos que tengan los mismos elementos. O aún, si Á 
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y B tienen los mismos elementos, entonces A =B. Este hecho básico sobre los 
conjuntos es el principio de extensionalidad, que podemos reformular así: 


PRINCIPIO DE EXTENSIONALIDAD.  £i todo elemento de A pertenece a B y 
todo elemento de B pertenece a A, entonces A=B. 


La afirmación inversa de este principio es obviamente verdadera: si A y B 
son el mismo conjunto, A y B tienen los mismos elementos. Por consiguiente, 


A=B sil Ay B tienen los mismos elementos. 


El principio de extensionalidad expresa que lo que importa de un con- 
junto no es cómo lo definimos, sino cuáles son sus elementos. Es ésta una 
característica de los conjuntos que los distingue de las propiedades. En ciertos 
contextos, podemos emplear tanto el lenguaje de los conjuntos como el de las 
propiedades. Así, si decimos que 2 es un número par, podemos entender nues- 
tra aseveración en términos de conjuntos (2 es un elemento del conjunto de los 
números pares) o en términos de propiedades (2 tiene la propiedad de ser un 
número par). Si bien a menudo la diferencia no tiene ningún efecto apreciable, 
hay que tener en cuenta que el análogo del principio de extensionalidad no 
es válido para las propiedades, ya que dos propiedades distintas pueden ser 
poseídas por exactamente los mismos objetos. Consideremos, por ejemplo, las 
propiedades D y “Y: 


Dd: ser un número natural par menor que 3, 
Y: ser un número cuyo cuadrado es igual a su doble. 


51 bien d y Y son propiedades diferentes, una breve reflexión pone de 
manifiesto que las poseen los mismos objetos: los números O y 2, ya que son 
los únicos números naturales pares menores que 3 y son también los únicos 
números que satisfacen la ecuación 4% = 2x (los números naturales son los 
enteros no negativos: 0, 1, 2, 3, ...). 

En contraste con esta situación, el conjunto de los números naturales 
pares menores que 3 y el conjunto de los números cuyo cuadrado es igual a su 
doble son el mismo conjunto, ya que poseen los mismos elementos: los números 
() y 2. Suele decirse que este conjunto es la extensión de las propiedades P y 
E En general, si d es una propiedad y Á es un conjunto, decimos que A 

es la extensión de 0 si los elementos de Á son precisamente los objetos que 
tienen la propiedad 0, Puesto que propiedades distintas pueden tener la misma 
extensión, se dice a veces que las propiedades, a diferencia de los conjuntos, 
no son extensionales, no están determinadas por su extensión. 

Observemos que, de acuerdo con el principio de extensionalidad, dos con- 
juntos distintos difieren por lo menos en un elemento, de manera que si Á y 
B son conjuntos cualesquiera, A % B si y sólo si hay algún objeto x tal que o 
bienxEAyxgéBobienxeByxA. 


1. Normalmente usaremos las tres lotras «sii cómo una abreviación de la expresión «si y sólo sin. 
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CÓMO REFERIRSE A CONJUNTOS 


Como objetos abstractos que son, los conjuntos no están localizados en el 
espacio ni en el tiempo, por lo que no podemos referirnos a ellos senalándolos. 
Ahora bien, si queremos hablar de conjuntos determinados debemós disponer 
de algún modo de nombrarlos. Hay dos maneras de nombrar o de : denotar 
conjuntos; podemos hacerlo por comprensión 0 por enumeración. 

Denotamos un conjunto por comprensión dando una propiedad que po- 
seen todos los elementos del conjunto y sólo ellos (es decir, dando una propie- 
dad cuya extensión es el conjunto en cuestión). Así, hablamos del conjunto de 
los números primos menores que 10, del conjunto de los números enteros im- 
pares o del conjunto de los planetas exteriores del Sistema solar. La notación 
habitual para referirse a estos tres conjuntos es: 


(x:x es un número primo menor que 10, 
lx:x es un número entero impar), 


(x:x es un planeta exterior del Sistema solar. 


En general, si O es una propiedad que poseen todos los elementos de un 
conjunto Á y sólo ellos, denotamos Á por 


[x:x posee la propiedad Dj. 
Para expresar esquemáticamente que el objeto a posee la propiedad Y, 
escribimos 
Ha). 
Así, si hay un conjunto cuyos elementos son los objetos que tienen la propiedad 
d, este conjunto (único, por el principio de extensionalidad] es 
[x: Dx) $. 


Puesto que pertenecer al conjunto de los objetos que poseen la propiedad 
dd no es otra cosa que poseer la propiedad D, disponemos de la siguiente regla 
de conversión: Para todo objeto a, 


a€ Lx: D(x)) sii DP(a). 
En consecuencia, para todo conjunto Á, 
=4dx:x€ 4), 
pues sí a es un objeto cualquiera, 


acA siaEc(x:xeA). 


Además, si A=(x: D(x)) y B=([x:'F(x)), entonces, por el principio de ex- 
tensionalidad, 


A=B sii para todo objeto x, D(x) sii P(x). 
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| Denotamos un conjunto por enumeración nombrando todos sus elemen- 
tos. (Esto, naturalmente, es impracticable si el conjunto tiene muchos elemen- 
tos y es imposible si el conjunto es infinito.) Ási, hablamos del conjunto cuyos 
elementos son los números 2, 3, 5 y 7, del conjunto cuyos elementos son Mar- 
te, Júpiter, Saturno, Urano, Neptuno y Plutón, o del conjunto cuyo único 
elemento es Platón. 
El modo habitual de denotar conjuntos por enumeración es escribir entre 
llaves los nombres de sus elementos separados por comas. Conforme a ello, 
denotamos los conjuntos anteriores así: 


12535 Th 
¡Marte, Júpiter, Saturno, Urano, Neptuno y Plutón], 
[Platón]. 


En general, si los elementos de un conjunto son a, 43, ..., 8, denotamos 
este conjunto por enumeración así: 
Li; Aye. > 


Por tanto, para todo objeto x, 
XE 10, Gio 8) Bl a 0 x=% 0. 0 x=0, 


Decimos que (a), el conjunto cuyo único elemento es el objeto a, es el 
conjunto unitario de a, También decimos que (a,b), el conjunto cuyos únicos 
elementos son los objetos a y b, es el par de a y b. 

De acuerdo con el principio de extensionalidad, cuando denotamos un 
conjunto por enumeración no importa en qué orden nombremos sus elementos 
ni si hay repeticiones en la enumeración. Ási, si a,b,e son objetos cualesquiera, 


(a,b,c)= fa,c,b) =1b,c,a) = la, b,a,e,e). 


2. La relación de inclusión 


Decimos que un conjunto A está incluido en un conjunto B o que A es 
un subconjunto de B, en simbolos, A € B, si todo elemento de A pertenece 
también a B. O sea , 


ACB sii para todo objeto x, si x€ A, entonces xeB. 


Para Expresar que A está incluido en el conjunto B decimos también que B 
incluye al conjunto A. 


Observemos que para cualesquiera conjuntos A, B, €, 
24. ¡HNAÁACB y BCC, entonces AEC, , 4 


! 
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3. si¡ACByBCA, entonces A =B, 


La primera observación dice simplemente que todo elemento de un con- 
junto Á pertenece a A; la segunda dice que si todo elemento de A pertenece a 
B y todo elemento de B pertenece a €, entonces todo elemento de Á también 
pertenece a C. La tercera observación dice que si todo elemento de A lo es de B 
y todo elemento de B lo es de Á, entonces Á y B son el mismo conjunto; esto no 
es más que una reformulación del principio de extensionalidad, Decimos que 
(1) expresa que la inclusión es reflexiva, (2) que la inclusión es transitiva y (3) 
que la inclusión es antisimétrica. | 

Si¡ACByAgB, decimos que Á está incluido propiamente en B o que 
A es un subconjunto propio de B; en símbolos, ¡A C B| O sea, 


ACB sii AEB y AFB.) 
Naturalmente, 
ACB ¡su ACBoA=B. 
También escribimos 
AEB, respectivamente A € B 


para expresar que A no es un subconjunto de B y que Á no es un subconjunto 
propio de B. Observemos que A Z B si y sólo si hay por lo menos un objeto x 
tal que xeAyxÉB. 

Es importante no confundir adscripciones de pertenencia (€) con ads- 
cripciones de inclusión (C). Para distinguir estas dos relaciones, el lenguaje 
natural es un mal guía. Á menudo usamos el mismo verbo (ser) para expresar 


la pertenencia, la inclusión y también la igualdad. Consideremos las oraciones 


| siguientes: 


l. Argos es un perro. 
| 2. El perro es un mamifero. 
| 3. Argos es el perro de Ulises. 
| El significado de «es» es distinto en cada caso. Ási, en términos conjun- 
tistas, reformularíamos (1) diciendo que Argos (a) pertenece al conjunto de los 
perros (P): 
' a E P, 


inientras que (2) dice que todo perro es un mamífero, es decir, que el conjunto 
de los perros está incluido en el conjunto de los mamíferos (M): 


PCM. 


Finalmente, (3) expresa que Argos y el perro de Ulises son el mismo objeto, 
es decir que 


a = el perro de Ulises. 
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|. Conrespecto a la relación entre inclusión y pertenencia, podemos observar 
que para todo objeto x y todo conjunto A, 


|xEA sil dx) CA. 


En efecto, el único elemento de (x), el conjunto unitario de x, es x. Por 
tanto, decir que (x) CA, o sea, que todos los elementos de (x) pertenecen a 
A, equivale a decir que x pertenece a A. 


EL CONJUNTO vacio 


Hay conjuntos sin elementos. Por ejemplo, ninguno de los conjuntos si- 
guientes posee elementos: 


El conjunto de los triángulos cuadrados. 
El conjunto de los números primos divisibles por 6. 
El conjunto de los mamiferos invertebrados. 


Estos conjuntos poseen los mismos elementos y son, por tanto, un único 
conjunto. En general, si B y C son conjuntos sin elementos, entonces, por el 
principio de extensionalidad, B =C. Llamamos al único conjunto sin elementos 
el conjunto vacío y lo denotamos con el símbolo «O». 

Es claro que Ú es la extensión de cualquier propiedad que no posea ningún 
objeto, como la propiedad de ser un número entero cuyo cuadrado es negativo 
o la de ser un triángulo todos cuyos vértices están en una misma línea recta. 
Otra propiedad que ningún objeto posee es la de ser distinto de sí mismo, por 
lo que podemos definir el conjunto vacio como el conjunto de todos los objetos 
que son distintos de sí mismos: 


O=¿x:aéx) 


ol no vemos del todo claro que hay un único conjunto sin elementos, 
supongamos que E y € son conjuntos sin elementos y preguntémonos qué 
ocurriría si B fuera distinto de €. Por extensionalidad, B y C no tendrían los 
mismos elementos, es decir, habria por lo menos un objeto x tal que o bien 


xeByxgec 


o bien 
xEB y xec. 


Pero esto es imposible; lo primero porque B no tiene elementos y lo segundo 
porque € no los tiene. 

Observemos que 0 2 (0): La razón es ésta: 0 carece de elementos, mientras 
que (0) tiene un elemento, a saber, 0. 

Observemos también quejel conjunto vacío está incluido en todo conjunto, | 
es decir, para todo conjunto A, UC A, Pues en otro caso hay un conjunto A tal 
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que 0 £ A, de modo que hay por lo menos un objeto x tal quexe0yxgA. 
Pero esto es imposible, ya que 0 no tiene elementos. | | 


3. El principio de separación 


Supongamos que d es una propiedad. En los casos habituales, d determi- 
na-un conjunto, es decir, hay un conjunto ÁA (y por extensionalidad sólo uno) 
cuyos elementos son exactamente aquellos objetos que tienen la propiedad O. 
Ahora bien, como veremos en seguida, no es cierto que toda propiedad deter- 
mine un conjunto, Hay propiedades tales que no hay ningún conjunto cuyos 
elementos sean los objetos que poseen la propiedad. 
| Digamos que un conjunto es normal si no es un elemento de sí mismo y 
digamos que es anormal $1 es un elemento de sí mismo. Con toda precisión: 


A es normal sii AA, 
Á es anormal si 4AC€cdA, 


Es fácil dar ejemplos de conjuntos normales. El conjunto H de los ser.s 
humanos es normal, ya que A no es un ser humano, es decir, 4 € E, También es 
normal el conjunto 41,3,5), ya que este conjunto no es un número. De hecho, 
todos los conjuntos que solemos considerar son normales, pero si supusiéramos 
que toda propiedad determina un conjunto, sería fácil dar un ejemplo de un 
conjunto anormal: el conjunto de todos los conjuntos. (Como veremos más 
adelante, no existe un conjunto tal.) 

Mostraremos que la propiedad de ser un conjunto normal no determina 
ningún conjunto. Lo haremos por reducción al absurdo, suponiendo que hay un 
conjunto cuyos elementos son todos los conjuntos normales y obteniendo una 
contradicción. Supongamos, pues, que hay un conjunto, llamémosle €, cuyos 
elementos son todos los conjuntos normales. Así, 


C=d(x: x es un conjunto normal]. 


Como cualquier conjunto, € es normal o es anormal, pero no ambas cosas. 
Ahora bien, 


l. si € es normal, entonces € pertenece al conjunto de los conjuntos 
normales, es decir € € €. Pero esto significa que C es anormal; 


2. 81€ es anormal, entonces € no pertenece al conjunto de los conjuntos 
normales, es decir € £ €, Pero esto significa que € es normal. 


Asi, € es normal si y sólo si es anormal, lo cual es contradictorio, Esta contra- 
dicción ha sido obtenida a partir de la suposición de que la propiedad de ser 
un conjunto normal determina un conjunto. Podemos, pues, concluir que esta 
propiedad no determina ningún conjunto. Para mayor perspicuidad reformu- 
lamos este resultado, 
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Prorosición 1.1, No hay ningún conjunto cuyos elementos sean todos los 
conjuntos normales y sólo ellos. 


Según cierta concepción (como vemos insostenible) de qué son los conjun- 
tos, toda propiedad determina un conjunto, Para esta concepción, la proposi- 
ción recién demostrada es fatal. Ésta es la razón de que a veces en la literatura 
lógica y filosófica se haga referencia a esta proposición como a la paradoja de 
Russell, en honor al lógico y filósofo británico Bertrand Russell, que la descu- 
brió en 1901. En esta concepción (contradictoria) de los conjuntos se considera 
que toda propiedad divide el universo (es decir, la totalidad de los objetos, in- 
cluidos los conjuntos) en dos conjuntos: el conjunto de los objetos que poseen 
la propiedad y el de los que no la poseen. La concepción actual de los conjun- 
tos, que aquí presentamos, es, en cierto modo, más modesta: no se pretende 
dividir todo el universo, del que sólo tenemos una idea muy parcial, en dos 
conjuntos; pero si ya disponemos de un conjunto Á y consideramos una pro- 
piedad cualquiera (d, entonces sí podemos dividir Á con la ayuda de Y, es decir, 
podemos formar los conjuntos lx: x€A y Dlx)) y (ex: xeA y nob(0) 
Éste es el contenido del siguiente principio. 


PRINCIPIO DE SEPARACIÓN. SiA es un conjunto y D es una propiedad, en- 
tonces hay un conjunto cuyos elementos son exactamente los elementos de A 
que tienen la propiedad Ú, 


Para referirnos al conjunto de los elementos de A que tienen la propiedad 
(, introducimos la notación 


(xE A:D()). 


Es decir, | 
Ixe A: Dl) =(x:x€EA y D(x),. 


El principio de separación nos permite obtener el conjunto vacio a partir 
de cualquier otro conjunto. Pues si Á es un conjunto cualquiera y D es una 
propiedad que ningún elemento de Á posee (por ejemplo, la propiedad de ser 
un objeto distinto de sí mismo o la de no pertenecer a A), entonces, por el 
principio de separación, podemos formar el conjunto [x € A: P(x)] de los 
elementos de A que poseen la propiedad D. Pero como ningún elemento de A 
posee la propiedad 0, este conjunto carece de elementos, es el conjunto vacio: 


O=[x64:D()). 
Así, 
O=f(xE€A:x tx) = dx E AG A 


En presencia del principio de separación, podemos adaptar el argumento 
de la paradoja de Russell para mostrar que el universo no es-un conjunto, Esto 
es lo que afirma la siguiente proposición. 
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PROPOSICIÓN 1.2. No hay ningún conjunto universal, es decir, no hay ningún 
conjunto cuyos elementos sean todos los objetos. o 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos, en busca de una contradicción, que hay un 
conjunto universal, llamémosle U'. Asi, todo objeto y, en particular, todo con- 
junto, pertenece a U. 5i aplicamos el principio de separación a U y a la pro- 
piedad de ser un conjunto normal, obtenemos un conjunto 8 tal que para todo 
objeto x, 

reB si xl y xes un conjunto normal, 


Así, por ser B un objeto, 
(1.1) BEB si BEU y B es un conjunto normal. 
Naturalmente, BEBO BE B, pero no ambas cosas, Sin embargo 


l. siBEB, entonces, por definición de normalidad, B es anormal y así, 
por (1.1), B£ B; 


2. si BEÉ£B, entonces, por definición de normalidad, B es un conjunto 
normal, Además, por ser U universal, BE L!. Así, por (1.1), BE B. 


Es decir, BE B si y sólo si B E B, lo cual es contradictorio. Esta contradicción 
la hemos obtenido a partir de la suposición de que existe un conjunto al que 
todos los objetos pertenecen. Podemos, pues, concluir, que esta suposición es 
falsa, de modo que no hay ningún conjunto universal. O 


Con esta misma demostración podemos concluir que no hay ningún con- 


junto cuyos elementos sean todos los conjuntos. Además, modificándola lige- 


ramente, podemos mostrar que, dado un conjunto A, el conjunto (x€ A:x 4 x) 
po es un elemento de A. 


4. Ejercicios 
1. Denote por enumeración (si es posible) cada uno de los siguientes conjuntos. Si 
en algún caso es imposible, diga por qué lo es. 
Á = el conjunto de los satélites naturales de la Tierra, 
B=el conjunto de los enteros no negativos, 
C= dx: x es un entero y 3<x<8), 
D=(x:x es un entero y +41 =x), 


E =¿(x:x es un entero y 1+x=0). 
2.  Denote por comprensión los siguientes conjuntos: 


F=12,4,6,8), G=(0), H=1f-2,2) I=(1) 
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10. 


11: 
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¿Cuántos elementos tienen los siguientes conjuntos? 
J=12,24+2,4), K=41,2,13 E=(L(D)  M=H4D,(1 1D 
¡Es posible que (a,b) = La). Si no lo es, ¿por qué no? 5i lo es, ¿en qué caso 0 
en qué casos? 
Denote de un modo más simple los siguientes conjuntos: 


Lea =aLh, lr:x=a0x=b). 


51 A,B €,D son los conjuntos de números de cuatro cifras de las cuales, respec- 
tivamente, 


(a) por lo menos dos son ceros, 
(b) por lo menos una es cero, 
(c) alo sumo una es cero, 

(d) exactamente dos son ceros, 


¿Cuáles de estos conjuntos están incluidos en cuáles? 


5 A=UBP. 4=lL A3=((0,03), 
As=41), As=411,(014,(3H, As =11,0). 


¿Cuáles de estos conjuntos están incluidos en cuáles? ¡Hay alguno que sea ele- 

mento de otro? 

Sean | | | 
X=(1,2,34, Y=4(1,2)43,4)) Z=4(1),42,3),14)). 


¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuáles son falsas? 


LEX, leY, lez, | | 

(lex, lije Y; 11) Z, (1) EX, 11)<F, 11)€EZ, 

(3,4)€X, (3,4) EY, (34) €Z, (34JCX, (3,4CY, (34JCZ. 
Halle todos los subconjuntos de cada uno de los conjuntos siguientes. 


A=11,2,3), B=11,2), C=(1), D=0, E=(1,(2)), F=40). 


De los tres conjuntos siguientes, 
X=(1,0), Y=(0), Z=0, 
¿cuál es elemento de cuál? ¡cuál es un subconjunto de cuál? 
¡Cuántos elementos tienen los siguientes conjuntos? ¿cuántos subconjuntos? 
A=(1,2,3,4), 
B=441,21,(3,4), 


L= 14, (2,3),14)), 
D= (0,1 ¡22,40 


12. 


13. 


14. 
15. 
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¡Cuántos elementos y cuántos subconjuntos tiene cada uno de 


siguientes? los conjuntos 


A=B, 
B= 40), 
C=410)), 


D=((0),0). 


Suponga que Á es un conjunto que está incluido en todos los conjuntos. Concluya, 
que Á =0. Ásí, Ú es el único conjunto que está incluido en todo conjunto. 


Muestre que no hay ningún conjunto cuyos elementos sean todos los conjuntos, 


Sea Á un conjunto cualquiera. El principio de separación nos garantiza la exis- 
tencia del conjunto B definido por 


B=fx€A:x¿x) 
Muestre que BÉ A, (Naturalmente, si x no es conjunto, entonces x É£ x, por lo 


que si Á es un conjunto ninguno de cuyos elementos es un conjunto, B=A, es 
decir A=(xE A:x E x).) 





CAPÍTULO 2 
OPERACIONES CON CONJUNTOS 


a] 


e” 
1./ Las operaciones básicas 


Dados dos o más conjuntos, podemos combinar sus elementos y obtener, 
en general, nuevos conjuntos a partir de ellos. Los modos más simples de com- 
binación se obtienen con ayuda de las operaciones de unión, intersección y 
diferencia que ahora definimos. 

La unión de dos conjuntos A y B, en simbolos, AUB, es el conjunto cuyos 
elementos son los objetos que pertenecen a A oa bB: 


AUB=Jlx:x€4A 0 x€B). 
Asi, para todo objeto x, 
xXEAUB sil xeEA oxebBb. 


La intersección de dos conjuntos A y B, en símbolos, ANB, es el conjunto 
cuyos elementos son los objetos que pertenecen tanto a Á como a B: 


ANMB=¿4x:xX€A y x€8B). 
Asi, para todo objeto x, 
xEANB sli xEÁA y xeb. 


La diferencia de dos conjuntos A y B, en símbolos, A—B, es el conjunto 
cuyos elementos son los objetos que pertenecen a Á pero-no ab: 


A=B=4x:x€A y xÉgB). 
Asi, para todo objeto x, 
xEA=B sii xEA y xÉ8B, 
Obsérvese que para todo objeto x, 
xXx AUB sii xgA y xÉB, 
xXgéAnNB sii xfAoxgB, 
xfA-B sii xfA o xeB, 
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Sl representamos los conjuntos Á y B como regiones circulares en el pla- 
no, los conjuntos correspondientes a su unión, intersección y diferencia son 
representados por las zonas sombreadas de los siguientes diagramas: 





AUB AnNB 


EJEMPLOS 
l. SiA=(1,2,3,4,5) y B=(3,5,6,7), entonces 
AUB=41,2,3,4,5,6,7), AMB=43,5) A—B=(1,2,4). 


2. SiA es el conjunto de los números de dos cifras la primera de las 
cuales es 1 y B es el conjunto de los números de dos cifras la segunda 
de las cuales es 1, entonces 


AUB=(10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,21,31,41,51,61,71,81,91), 
ANB=411), 
A—B= (10,12,13,14,15,16,17,18,19). 


OBSERVACIONES 


1. Decimos que dos conjuntos son disjuntos si no tienen ningún ele- 
mento en común. Asi A y B son disjuntos si y sólo si AMB=0, 51 A y 
B son disjuntos, también decimos que A es disjunto de B y que B es 
disjunto de A. 


2. Cuando decimos que un objeto x pertenece a A o a B, queremos decir 
que pertenece por lo menos a uno de los dos conjuntos, no excluyen- 
do que pueda pertenecer a ambos. 51 en algún momento queremos 
expresar que un objeto x pertenece a 4 oa B, pero no a ambos, lo 
diremos explícitamente. 


3, El conjunto de los objetos que pertenecen a A 0 a B, pero no a ambos 
es, naturalmente, | 
(4UB)-(ANB) 


o, de modo equivalente, 


(A—BJU(B-A). 


26 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL | NOCIONES DE TEORÍA DE CONJUNTOS 27 
| ff” ¡PROPIEDADES DE LA UNIÓN La primera igualdad expresa que la intersección es una operación con- 
BY mutativa, la segunda que es asociativa y la cuarta que es idempotente. La 
Para cualesquiera conjuntos A, B y [, Justificación de las cuatro primeras igualdades es inmediata a partir de la de- 
finición de intersección (y de la del conjunto vacío). Las propiedades (5) y (6), 
1. AUB=BUA, | también inmediatas a partir de las definiciones, caracterizan la intersección 
, me a , | ANB como el mayor conjunto que incluido Á y en B, pues (5) dice que la inter- 
2. (AUB JUC=AU(BUC), | sección de dos conjuntos es un conjunto incluido en cada uno de ellos, mientras 
3. AUO=A, que (6) dice que es el mayor conjunto incluido en ambos. Como en el caso de 
| | | la unión, (7) nos proporciona una definición de la inclusión en términos de la 
4. AUA=A, intersección, Su justificación es análoga a la del punto (7) de la unión, por lo 
5. ACAUB y BCAUB, | que la dejamos como ejercicio. 
6. siX es un conjunto tal que ACX y BCX, entonces AUBCX, 
7 IACBAAUB= B. | ¿PROPIEDADES DE LA DIFERENCIA 


Las propiedades básicas de la unión y de la intersección presentan una 


La primera igualdad expresa que la unión es una operación conmutativa i l 
P 5 A Y p clara analogía, que, como ahora veremos, no se extiende al caso de la diferencia. 


la segunda que es asociativa y la cuarta que es idempotente. La justificación de 


| las cuatro primeras igualdades es inmediata a partir de la definición de unión a : j 
| (y de la del conjunto vacío). Las propiedades (5) y (6), también inmediatas a 1. La diferencia no es conmutativa, 
| partir de las definiciones, caracterizan la unión AUB como el menor conjunto 2. la diferencia no es asociativa, 
que incluye a A y a B, pues (5) dice que la unión de dos conjuntos incluye cada E MA ASA 
uno de ellos, mientras que (6) dice que es el menor conjunto que los incluye. A 
El punto (7), que nos proporciona una definición de la inclusión en térmi- 4 A-A=0, 
nos de la unión, es el único que requiere justificación. Para justificarlo, hemos 5. A-BGA y (A-B)INB=0 
de mostrar que (1) si ACB, entonces AUB=B y (ii) si AUB=E, entonces ai j pp 
A AEB. Verifiquemos (i) en primer lugar. 51 A € B, entonces, ya que B CB | 6. si XA es un conjunto tal que X CA y XMB=0, entonces X CA—B, 
L (reflexividad de la inclusión), (6) nos permite concluir (tomando X = B) que TO ACB siiA-B=0, 
y AUBCEEB. Pero por (5), BCE AUB, Así, por el principio de extensionalidad, | a | 
AUB=B. Verifiquemos ahora (11). Por (5), ACAUB, Así, si AUB=B, podemos (Jue la diferencia no es conmutativa significa que hay conjuntos A, B tales 
concluir que A € B. que A— B  B—A. Es claro que los hay, pues, por ejemplo, 


(2,3)-(3,4)=(2), pero (3,4) - (2,3) =(4). 


Cue la diferencia no es asociativa significa que hay conjuntos A, B, C tales 
que (A—B) —-C+A—(B-C). Los hay, pues, por ejemplo, 


> PROPIEDADES DE LA INTERSECCIÓN 


Para cualesquiera conjuntos A, B y C, 





1. ANB=BNMA, | ((1,2) -(2,3))-(1)=0 pero (1,2)- ((2,3)- (1) =41)7 
| | 

2. (ANBINC=AN(BNC), | La justificación de los puntos (3), (4), (5) y (6) es clara. Las propiedades 
$ AM | (5) y (6) caracterizan la diferencia A—B como el mayor conjunto incluido 

no=0, | en A y disjunto de B, pues (5) dice que la diferencia entre dos conjuntos es 
4. ANA=A, | un conjunto incluido en el primero y disjunto del segundo, mientras que (6) 
E | | dice que es el mayor conjunto que cumple ambas condiciones. Como en los | 
0. AMBCA y ANBCB, | casos de la unión y de la intersección, (7) nos proporciona una definición de la. ———-.* 
6. si X es un conjunto tal que X CA y XCB, entonces X CANB | inclusión en términos de la diferencia (y del conjunto vacio). Su justific ón A e 

P— — o ES Pe es simple: Que A CB significa que todo elemento de A pertenece a B. Peyé he AN 
7. ACB siiANB=A. | es equivalente a decir que no hay ningún objeto que pertenezca a Á y da Ce EN 
1 id E 
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es decir, que no hay ningún objeto que pertenezca a Á—B, o sea que A—B no 
tiene elementos: A—8B =0Ú. 


OBSERVACIONES 


1. Hemos visto que la diferencia no es conmutativa. Podemos pregun- 
tarnos, sin embargo, si hay conjuntos A y B tales que A—B=B-A, 
De hecho, no es difícil ver que esto ocurre cuando, y sólo cuando, A 
es igual a 8, En otrás palabras, para cualesquiera conjuntos A y B, 


A-B=B-A si A=B. 
2. En cuanto a la no asociatividad de la diferencia, para cualesquiera 
conjuntos A, B y C se cumple que 


(1-D-ECA-65-60 


Y que 
A-(B-C)=((A-—B) -C)U(ANC). 


De esta igualdad y del hecho (obvio) que los conjuntos (A —B) —C y 
AMC son disjuntos podemos concluir que 


(A-B)-C=A-(B-C) sii ANMC=0, 


La justificación completa de estos hechos se deja como ejercicio. 


) RELACIONES ENTRE LAS OPERACIONES BÁSICAS 


Para cualesquiera conjuntos A, B, € y D, 


La. AN(BUC)=(ANBU(ANC), 

1.b. AU(BNC)=(AUB)N(AUC), 

Za. (AUB)N(CUD)=(ANC)U(AND)U(BNC)U(BND), 
2b. (ANB)U(CND)=(AUCIN(AUD)N(BUC)N(BUD), 
3a. AN(AUB)=A, 

3.b. AU(ANB)=A, 

4a. A-(BNC)=(A-B)U(A—C), 

db. A—-(BUC)=(A-B)N(A—C), 

ha. (AUB)-C=(A-C)U(B-C), 

5.b. (ANB)-C=(A-C)N(B-C). 
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La igualdad (1.4) expresa la propiedad distributiva de la intersección res- 
pecto a la unión, mientras que (1.b) es la propiedad distributiva de la unión 
respecto a la intersección. Su justificación no presenta dificultades. El diagra- 
ma de la izquierda ayuda a visualizar la igualdad (1.a) y el de la derecha la 
(1.b): 





La igualdad (2.4) se obtiene aplicando dos veces (1.a) y usando la con- 
mutatividad y la asociatividad de N y de U. De modo análogo se obtiene (2.b) 
a partir de (1.b). La igualdad (3.a) se sigue de la propiedad (7) de la intersec- 
ción y del hecho que A € AUÉB. Del mismo modo, pero usando que ANBEA, 
obtenemos (3.b) con ayuda de la propiedad (7) de la inclusión. Para justificar 
(d.a), recuérdese que para cualquier objeto a, 


ag(BnO) siagB oafC 


y para (4.b) que 
ag(BUC) siagB y agC, 


Las ecuaciones (5.2) y (5.b), que es provechoso comparar con (4.a) y (4.b), se 
justifican sin dificultad. 


2,  Complementación 


Por la proposición 1.2 sabemos que no hay ningún conjunto universal, 
es decir, ningún conjunto al que todo objeto pertenezca. Ahora bien, normal- 
mente no estamos interesados en la totalidad de los objetos, sino sólo en los 
objetos de una cierta clase, en los elementos de un determinado conjunto, 
Cuando hablamos de aritmética, estamos interesados en los números enteros, 
cuando hablamos de elecciones, estamos interesados en los miembros con dere- 
cho a voto de cierta comunidad, cuando hacemos consideraciones estadisticas, 
nos limitamos a una población determinada, etc. 

Así, fijamos un conjunto al que pertenecen todos los objetos en que esta- 
mos interesados (temporalmente, en una aplicación determinada). Nos referi- 
mos a este conjunto como al universo del discurso (porque contiene todos 
los objetos de que hablamos, todos los objetos sobre los que discurrimos) y 
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lo denotamos mediante la letra «0». Los conjuntos que nos interesan son los 
subconjuntos de U, a 
—— Si Á es un subconjunto de U, el complemento o complementario de 
Á con respecto a U, en símbolos, (A_/ es el conjunto de todos los elementos 
de ' que no pertenecen a 4; 0 sea, 
—L! 
A =U-—A. 

For ejemplo, si U es el conjunto de los números enteros, A es el conjunto de 

los números enteros pares y B es el conjunto de los números enteros negativos, 
A " E - FU 

entonces A” es el conjunto de los números enteros impares y B” el de los 

números enteros mayores o iguales que cero. 

No olvidemos que sólo tiene sentido hablar del complemento con res- 
pecto a un cierto universo del discurso. Si A es un conjunto, no hay ningún 
«complemento absoluto» de A, es decir, no hay ningún conjunto que contenga 
todos los objetos que no pertenecen a A. Un modo de verlo es éste: si lo hubie- 
ra, al formar su unión con el conjunto A obtendríamos un conjunto universal 
(que, por la proposición 1.2, sabemos que no existe). 


a 


PROPIEDADES DEL COMPLEMENTO 


Fijemos un universo del discurso U' y consideremos sólo subconjuntos de 
U/. Para no recargar la expresión, diremos simplemente complemento en vez de 
complemento con respecto a U y omitiremos sistemáticamente el superíndice 
U'. Es decir, para todo subconjunto A de U, 


A=A". 
Tenemos que 
l. D=U y U=0, 
2. Á=A, 
3. ANA=0, 
4. S51iX es un subconjunto de U tf. que ANMX =0 entonces X CA, 
5. AUVA=U, 
6. 51X es un conjunto tal que AUX =U', entonces ACX, 


¿1 7, A es el único conjunto X tal que (1) ANX=0 y (ii) AUX =U, 


Los seis primeros puntos, cuya justificación es casi inmediata a partir 
de las definiciones, tienen un contenido especialmente claro. (1) dice que el 
conjunto vacío y el universo del discurso son conjuntos mutuamente comple- 
mentarios. (2) dice que todo conjunto es el complemento de su propio comple- 
mento. De acuerdo con los puntos (3) y (4), el complemento de un conjunto A 
es el mayor subconjunto de U disjunto de A, mientras que, según (5) y (6), el 
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complemento de A es el menor conjunto cuya unión con Á es U, El punto (7) 
caracteriza el complemento de Á como el único conjunto disjunto de A cuya 
unión con Á es U, Podemos justificar (7) con ayuda de los puntos anteriores 
asi: 

Que A cumple las condiciones (1) y (11) es el contenido de (3) y (5). Veamos 
ahora que Á es el único conjunto que las cumple, es decir, que si X es un 
conjunto que cumple (i) y (11), entonces X =A. Ahora bien, si X cumple (1), 
entonces, por (4), X CA, mientras que si X cumple (11), entonces, por (6), 
ACX. Así, si X cumple (1) y (11), X=4. 

Otras propiedades básicas del complemento son: 

8. ACB sii BCA, 
9. A=B sii A=B, 

10. ANB=0 sii ACB, 

11. AUB=U sii ACB, 

12. A-B=ANMB. 


La justificación de (8) es inmediata: si todo elemento de A pertenece a B, 
todo objeto que no pertenece B tampoco pertenece a A; y viceversa. El punto 
(9) se sigue de (8) y (2). Por su parte, (10) y (11) son extensiones fácilmente 
justificables de (4) y (6), respectivamente. Finalmente, la igualdad (12) es una 
definición trivial (pero útil) de la diferencia en términos de la conjunción y el 
complemento. 

De interés especial son las cuatro propiedades siguientes, las dos primeras 
de las cuales son las leyes de De Morgan. 


13. (ANB)=AUB, 

14. (AUB)=ANB, 

15. AMB=(AUB), 

16. AUB=(AnNB). 

Podemos expresar las leyes de De Morgan (13) y (14) en palabras así: 
el complemento de una intersección es la unión de los complementos y el 
complemento de una unión es la intersección de los complementos, Obsérvese 
que estas dos leyes son reformulaciones de las relaciones (4.4) y (4.b) entre la 


unión, la intersección y la diferencia, La igualdad (15) se obtiene a partir de 
(13); pues si aplicamos (9) a (13) obtenemos 











ANB)=AUB. 


e 





Así, puesto que, por (2), (ANB)=ANB, obtenemos (15). Del mismo modo 
obtenemos (16) a partir de (14), con ayuda de (9) y (2). 

Obsérvese que la igualdad (15) es una definición de la intersección en 
términos de la unión y el complemento, y que (16) es una definición de la 
unión en términos de la intersección y el complemento. 
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3. |El conjunto potencia | 


El conjunto potencia de un conjunto A, en símbolos, P(A), es el con- 
junto cuyos elementos son todos los subconjuntos de A. Asi: 


P(A) =fxrCA). 


Este es nuestro primer ejemplo natural de un conjunto de conjuntos, es 
decir, de un conjunto cuyos elementos son conjuntos. 


EJEMPLOS 


P((a))=(0,(a)), 
P(ta,bj) =40, (La), (0), La,Dy 4, 
P(([a,b,c)) = 10, [a),(b),(c),fa,b), [a,c), [b,c), La,b,cyH. 


Relacionemos el número de elementos de estos conjuntos con los de sus 
conjuntos potencia. 


Número de elementos de Á Número de elementos de 'P(A) 


0 1(=2% 
1 2 (=2') 
2 4(=2) 
3 8 (=2%) 


En general, un conjunto de n elementos, tiene 2" subconjuntos y, por tan- 
to, su conjunto potencia tiene 2" elementos. Para ver por qué esto es así, basta 
mostrar que el conjunto vacío tiene un solo subconjunto (lo cual es inmediato) 
y que al añadir un elemento a un conjunto finito el número de subconjuntos 
se dobla. Ahora bien, si x É£ A y B =AU(x), entonces los subconjuntos de B 
pueden dividirse en dos clases: aquellos a los que no pertenece Xx y aquellos 
a los que x pertenece. Los primeros son precisamente los subconjuntos de A, 
mientras que los segundos se obtienen añadiendo xa cada uno de los sub- 
conjuntos de A. Así, en ambas clases hay el mismo número de subconjuntos, 
tantos como subconjuntos de A. Por consiguiente, el número de subconjuntos 
de B, la suma de los números de conjuntos en ambas clases, es el doble del 
número de subconjuntos de A. | 

De la definición de conjunto potencia se sigue que para todo conjunto 4 
y todo conjunto X, 

XEP(A) sii XCA. 
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Por otro lado, sabemos que para todo objeto a, 
acÁ sii fapCA.. 
Por consiguiente, 
ac Asi jaj € P(A). 
Además, para todo conjunto A, 


AE PÍ(A) y De P(A). 


4. Uniones e intersecciones generalizadas  - 


Á menudo, por razones de eufonía, en vez de «conjunto de conjuntos» 
diremos «colección de conjuntos». Así, una colección de conjuntos es un 
conjunto todos cuyos elementos son conjuntos. Naturalmente, todo conjunto 
potencia es una colección de conjuntos. También lo es 0. 

Para mayor perspicuidad, usaremos letras mayúsculas caligráficas 
(C,D,...) para referirnos a colecciones de conjuntos. En términos técnicos, 
nos serviremos de estas letras como variables de colecciones de conjuntos. 

Si C es una colección de conjuntos, la unión de C, en símbolos, |) C, es 
el conjunto cuyos elementos son los objetos que pertenecen a algún conjunto 
de C. Así, para todo objeto x, 


(2.1) xXEl JC sii hay algún A € Ctal quexe A. 

Podemos definir fácilmente la operación de unión de dos conjuntos en 
términos de la unión de una colección de conjuntos, ya que la unión de los 
conjuntos Á y B es la unión de la colección (A,B|: 

| J(4,B) =AUB. 
Más generalmente, sl A¡,A3,...,4, son conjuntos cualesquiera, entonces 
L)(41,42,- e. ¿An — Á¡ DAsU $. UA. 


Además, 
Ufa) =A y LJO=0. 


PROPOSICIÓN 2.1. Si C es una colección cualquiera de conjuntos, JC es el 
menor conjunto que incluye a cada elemento de C. Es decir, 


(1) para todo AEC, ACUC y 
(2) siB es un conjunto tal que ACB, para todo A€ C, entonces UC EB. 
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DEMOSTRACIÓN, Sea C una colección de conjuntos, 


(1) 5i A € C, entonces todo elemento de A pertenece a algún elemento de 
C, asaber, a A, Así, por definición de la unión de una colección de conjuntos, 
todo elemento de 4 pertenece a |] C. Esto significa que A € LJ E. 


(2) Supongamos que B es un conjunto que incluye a cada elemento de C. Si 
x es un elemento cualquiera de L]C, hay A € € tal que x € A. 
Pero, por suposición, ACB. Asi, x€ B. Dado que x es un elemento arbitra- 
rio de LC, concluimos que todo elemento de |] € pertenece a B, de modo que 
LE EB. O 


Obsérvese que las propiedades básicas (5) y (6) de la unión constituyen 


un caso particular de esta proposición. Para verlo, basta tomar € = (A, BL, 
Obsérvese también que para toda colección de conjuntos € y todo objeto x, 


(2.2) xÉ L) C sii para todoAEC,xÉgA. 


Si C es una colección no vacía de conjuntos, la intersección de €, en 
símbolos, f|C, es el conjunto cuyos elementos son los objetos que pertenecen 
a todos los conjuntos de C. Así, para todo objeto x, 


(2.3) xE f C sii para todoA € C, xEd. 
Como en el caso de la unión, tenemos que 
(4,8) =4nB 


y, en general, 
PLA1 da, a ¿Ay ) =A¡ NAM... MÁs, 


de modo que 
PA =4. 


Obsérvese que para toda colección no vacía de conjuntos € y para todo 
objeto x, 


(2.4) xg [€ sii hay algúnA € C tal quex g A. 


¡Por qué en la definición de intersección de una colección de conjuntos 
exigimos que la colección no sea vacia? Porque sl aplicáramos la definición de 
intersección a la colección vacía 0, entonces f]0 sería un conjunto universal, 
que, por lá proposición 1.2, sabemos que no existe. Veamos que todo objeto 
debería pertenecer a (0. Sea x un objeto cualquiera. Si xg (70, por (2.4) hay 
un conjunto A € 0 tal que x € A. Pero esto es imposible, ya que O carece de 
elementos. Ási x e MC. 
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También como en el caso de la unión, se cumple la proposición siguiente, | 
de la que las propiedades básicas (5) y (6) de la intersección constituyen un | 
caso particular. 


PROPOSICIÓN 2.2. Sí C es una colección no vacía de conjuntos, (| Ces el 
mayor conjunto incluido en cada elemento de C. Es decir, 


(1) para todo AEC, [IE EA y 
(2) siB es un conjunto tal que BC A, para todo AE C, entonces BE (CE. 


La demostración de esta proposición es análoga a la de la proposición 2.1, 
por lo que la dejamos como ejercicio, 

Las leyes de De Morgan (propiedades (13) y (14) del complemento) pue- 
den generalizarse a la unión y a la intersección de colecciones de conjuntos. 
Fijemos un universo del discurso U. Si € es una colección de subconjuntos 
de U, podemos considerar la colección cuyos elementos son los complementos 
de los conjuntos que pertenecen a C. Una manera perspicua de denotar esta 
colección es: Ñ 

[A:AECÍ. | 

Obviamente, esta colección lo es también de subconjuntos de Ll, Además, no 
es vacía si € no lo es. | 


PROPOSICIÓN 2.3, (Leyes DE DE MORGAN)  5iC es una colección no vacía 
de subconjuntos de U, entonces 

(a) UC=N(4:A€C), | 
— (b MAC=U[(A:AEC). 


DEMOSTRACIÓN. —Observemos en primer lugar que, para todo objeto x, h 


(1) xEfMHA:A€C) sii para todo AEC,xEÁ, y 
(2) x€ U[A:A € C) sii hay algún A € C tal que x€ A. 


Para justificar (a), debemos mostrar que los conjuntos UC y M(A:A € C] 
tienen los mismos elementos. Ahora bien, si x es un elemento del universo del 
discurso U, entonces x € LJ C sii x UC, o sea, por (2.2), sli para todo Á € €, : 
xÉ A; es decir, A 


xE | JC sii para todo A€ C,x€A. es 


Pero esto, por (1), es equivalente a decir que x€ f(A:A € C). 
La justificación de (b) es análoga, apelando a (2.4) y a (2) en lugar e 


(2.2) y (1). Por ello la dejamos como ejercicio. 
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5. Sobre la existencia de conjuntos 


¿Cómo justificamos que los conjuntos que hemos estudiado hasta ahora 
existen? Sólo hemos mencionado dos principios sobre conjuntos, el de exten- 
sionalidad y el de separación. El principio de extensionalidad no nos permi- 
te concluir la existencia de ningún conjunto. El principio de separación nos 
garantiza la existencia de aquellos subconjuntos de un conjunto dado cuyos 
elementos poseen una determinada propiedad. Ási, si ya disponemos de un 
conjunto A, el principio de separación nos permite concluir, como ya vimos, 
que existe un conjunto sin elementos, nos garantiza, pues, la existencia del 
conjunto vacio. Si A y B son conjuntos, podemos apelar al principio de separa- 
ción para mostrar que AMB y A—B también lo son, ya que ANÉ es el conjunto 
de los elementos de A que tienen la propiedad de pertenecer a B, mientras 
que Á — B es el conjunto de los elementos de A que tienen la propiedad de no 
pertenecer a B, En todo caso, para poner en funcionamiento el principio de 
separación debemos disponer de por lo menos un conjunto. Ási, hasta ahora 
hemos hecho uso de lo que podemos llamar el principio de no vacuidad, que 
dice que hay por lo menos un conjunto. 

Estos dos principios de existencia de conjuntos (el de no vacuidad y el 
de separación) no son suficientes para dar cuenta de todos los conjuntos que 
hemos estudiado. No nos permiten formar el par de dos objetos, ni la unión 
de dos conjuntos, ni la unión de una colección de conjuntos, ni el conjunto 
potencia de un conjunto cualquiera. Sin embargo, todas nuestras necesidades 
de existencia de conjuntos son satisfechas con unos pocos principos o, como 
suele decirse, axiomas más, a saber: el axioma del par, que afirma la existencia 
del par, (a,b), de dos objetos cualesquiera a, b, el axioma de la unión, que 
afirma la existencia de la unión, |) C, de cualquier colección de conjuntos C y 
el axioma del conjunto potencia, que nos garantiza la existencia del conjunto 
potencia, P(A), de cualquier conjunto A. Veamos cómo obtener, con la ayuda 
de estos principios o axiomas introducidos, todos los conjuntos de que nos 
hemos ocupado. 

Dados A y B, obtenemos AUB así: con ayuda del axioma del par, forma- 
mos el conjunto (4,8), que es, pues, una colección de conjuntos. El axioma 
de la unión nos permite obtener ahora el conjunto (4,8). Pero, como ya 
sabemos, UA, Bj) =AUB. 

Dado un objeto a, obtenemos inmediatamente el conjunto unitario (a) 
por el axioma del par, ya que, por extensionalidad, (a) = (a,a), el par de los 
objetos a y a. Dados los objetos «e, b y e, podemos obtener el conjunto (a,b, c) 
en dos pasos. Primero formamos (a,b) y (ej y a continuación unimos estos 
estos dos conjuntos, (a, bPU Lc) = (a,b,c). Ahora podemos obtener, dado un 
nuevo objeto d, el conjunto 4a,b,c,d) así; formamos fa,b,cj y 4d] y luego 
los unimos, (a,b,c)U (d) = la,b,c,d). Es claro que este procedimiento nos 
permite formar, dado un número finito de objetos 4,,42,... dy, el conjunto 
141,%7,-.. y E] 

Nos queda por mostrar cómo obtener el complemento de un conjunto 
respecto a un universo del discurso y la intersección de una colección no vacía 
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de conjuntos, Ahora bien, el complemento de un conjunto Á respecto a un 
universo U no es más que la diferencia U — A, que ya sabemos cómo obtener 
por el axioma o principio de separación a partir de U y de A. En cuanto a la 
intersección de una colección no vacía de conjuntos €, procedemos así: por ser 
€ no vacio, podemos elegir arbitrariamente un conjunto Á € €. Pero entonces 
vemos que € no es más que el conjunto de los elementos de A que tienen la, 
propiedad de pertenecer a todos los conjuntos en C, de modo que obtenemos 
FC mediante una aplicación del axioma de separación. | 

He aquí la lista de los principios básicos sobre conjuntos en que se basa 
nuestro desarrollo: 


1. Axioma de no vacuidad. Hay por lo menos un conjunto. 

2. Axioma de extensionalidad. Si A y B son conjuntos con los mis- 

mos elementos, entonces A=B. 
3. Axioma de separación. SiA es un conjunto y (b es una propiedad, 
hay un conjunto, [x€ A: D(x)), cuyos elementos son los elementos 
de A que tienen la propiedad Y. 

4. Axioma del par. Sia y b son objetos cualesquiera, hay un conjunto, 
la,b), cuyos elementos son a y b. 

+5. Axioma de la unión. Si C es una colección de conjuntos, hay un 

conjunto, UC, cuyos elementos son los objetos que pertenecen a algún 
conjunto de C. 

6. Axioma del conjunto potencia. Si A es un conjunto, hay un 
conjunto, 'P(A), cuyos elementos son los subconjuntos de A. 

A esta lista sólo deberemos añadirle un principio más, el axioma de in- 
finitud, que afirma la existencia de un conjunto infinito. Pero todavía no es 
momento de comentarlo, ya que con las herramientas de que ahora dispone- 
mos no podemos siquiera precisar qué es un conjunto infinito. Lo haremos en 
el capítulo 5. 


6. Ejercicios 
1. Muestre que AU(ANB)=A y que AN(AUB)=A4. 
2 Muestre que A— (BC) = (A— B)JU(ANC). 

3. Muestre que (4UB)—B=A sii A y B son disjuntos. 
«4, Muestre que A— (ANB]=A—B. 

5. Muestre que A—B=B-A sii A= B. 

6. Muestre que A—B=A sii A y B son disjuntos. 


7, Muestre que A—B=B sii A=B=0. 





ya 


10, 
, LL: 


12. 


13, 


14, 


15. 


16. 
17. 
18. 
19, 
20, 


21, 


delo. 
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Muestre que ANB=AUB sii A=B. 
Muestre que ANB=A—B sii A =0. 
Muestre que AUB=A—B sii B=0. 


Muestre que si A,B y C son conjuntos tales que ANB=ANMC y AUB=AUC, 
entonces B=C. 


Muestre que para cualesquiera conjuntos A, B y €, 


(A—B)-CCA—(B-C) 


Muestre que para cualesquiera conjuntos A, B y €, 
A—(B=C)=((4-B)-C)U(ANMC). 


Muestre que para cualesquiera conjuntos A, B y €, 


(A-B)-C=A-(B-C) sii ANC=0. 


La diferencia simétrica entre dos conjuntos A y B es el conjunto AAB definido 
por; 
AAB=(A—B)U(B-A). 
Muestre que 
la) AAB=BAA, 
(b) AAB=0s8i A=B, 
(c) AAB=(AUB)-(ANB). 


Muestre que A — (A — B) = AMB. 

Muestre que (AUB)N(AUB) =A. 

Muestre que (AUB)—(A—B)=B. 

Muestre que ((4 — BN (C— B))U(A - (BUC))=A4 —B. 


Calcule 
(a) P((1,2,3,4)) 


(b)  P((1,(23)) 
(c) P(P()) 
(d) P(P([a,bj)). 


Muestre que si A CB, entonces P(A) C P(B). 


Muestre que si P(A) € P(B), entonces Á CB. 


23. 


24, 


20. 
26. 
21. 
28. 
29. 
30, 


31. 


de. 


de, 
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Muestre que A =8 sii PLA) = P(B). 


Si sabemos que P(A) tiene un único elemento, ¿qué podemos concluir acerca 
de A? 


Muestre que para cualesquiera conjuntos Á y B, P(A)NP(B) = P(ANB). 
Muestre que para cualesquiera conjuntos A y B, P(A)U'P(B) € P(AUB). 
Muestre que P(AJU'P(B) = PÍAUB) sii ACB o BCA. 

Muestre que si A € P(B), entonces P(A4) € P(B). 

Muestre que si P(4) U'P(8) = P(ANB), entonces A =B, 

Muestre que si P(4)N P(B) = P(AUB), entonces A=B, 


¿Es posible hallar conjuntos A y B tales que P(A) — P(B) = P(A—B)? Justifique 
la respuesta. 


Sea C= ((1,2),42,3),11,3)). Calcule JC y (€. 

Si C= P(A), ¿qué conjuntos son [JC y (€? 

Sea Á un conjunto no vacío y sea C el conjunto de todos los subconjuntos uni- 
tarios de A, es decir 


C=dlxf:x e Aj. 


Verifique que | € =A, Observe también que si A tiene por lo menos dos elemen- 
tos, entonces | C =0, 


Sean € y D colecciones de conjuntos. Muestre que 
(a) si CE D, entonces UC CUD, 
(b) si CCDyCHX0, entonces [I|DE(AC. 


Muestre que si Á es un conjunto y C es una colección de conjuntos, entonces 
AMUC es la unión de la colección de conjuntos cuyos elementos son todas las 
intersecciones de A con los elementos de €: 


(2.5) AanlJe=lJlanx:x ec). 


En otras palabras, muestre que para todo objeto x, 


e ANLJC sii hay algun X € C tal que xe AnX. 


Podemos referirnos a (2.5) como a la propiedad distributiva de la intersección 
respecto a la unión generalizada, 
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Muestre que si Á es un conjunto y € es una colección no vacía de conjuntos, 


entonces AUJ]C es la intersección de la colección de conjuntos cuyos elementos 
son todas las uniones de A con los elementos de C: 


(2.6) AUP]E=PHAUX:XE Cc). 
En otras palabras, muestre que para todo objeto x, 


xE AU[IC sii para todo X EC, re AUX. 


Podemos referirnos a (2.6) como a la propiedad distributiva de la unión respecto 
a la intersección generalizada. 


CAPÍTULO 3 
RELACIONES 


1. Introducción 


Si A es un conjunto de objetos, a toda propiedad O de la que tenga sentido 
preguntarse si los elementos de A la poseen le corresponde, por el principio de 


separación, un subconjunto de A, el conjunto (xE A: d(x)). Podemos, pues, 


usar el lenguaje de los conjuntos para hablar de propiedades de los elementos 
de A; si 9 es una propiedad y B es el conjunto que le corresponde, en vez de 
decir que un objeto tiene la propiedad 0, diremos que es un elemento de B. 

Pero no sólo queremos hablar de propiedades de los elementos de A. Tamn- 
bién nos importa expresar que ciertos elementos de Á están en cierta relación. 
En general, esto no podemos lograrlo sólo con la, ayuda de subconjuntos de 
A, pero sí con la ayuda de conjuntos obtenidos a partir de A. Para ver cómo 
hacerlo, observamos que las relaciones tienen, por asi decir, una in a 
relación se da entre pares de objetos, pero en cierto orden, Por ejemplo, si a es 
padre de b, la relación de paternidad se da entre a y b, pero no se da entre b y 
a. Así, no podemos decir simplemente que la relación se da entre los elementos 
del par (a,b), sino que se da entre a y b, en este orden. Para poder elaborar 
una teoría de relaciones debemos, pues, disponer de un modo de expresar con 
precisión esta direccionalidad de las relaciones, su dependencia del orden. 

Para ello introducimos el concepto de par ordenado. Daremos una regla 
para obtener, pada cada par de objetos a y b, un nuevo objeto, (a,b), el par 
ordenado de a y b, que nos permitirá distinguir su primer componente, a, de su 
segundo componente, b. Lo que esto significa es que para cualesquiera objetos 
a,b,c,d, 


(3,1)' si (a,b) = (c,d), entonces a=c y b= d. 


Que cumpla (3.1) es el único requisito que exigimos del par ordenado, 
Esto corresponde a la idea intuitiva de que ser un par ordenado no €s más 
que desempeñar una cierta función: la de distinguir su primer de su segundo 
componente. Lo que haremos a continuación es construir el par ordenado (a,b) 
como un conjunto a partir de los objetos a y b. O 

Una vez tengamos los pares ordenados a nuestra disposición podremos 
definir una relación como un conjunto de pares ordenados. Así, concebiremos 
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la relación de paternidad como el conjunto de los pares ordenados (a,b) tales 
que a es padre de bh, De este modo, las relaciones entre los elementos de un 
conjunto A también serán conjuntos, pero no conjuntos de elementos de A, 
sino conjuntos de pares ordenados de elementos de A. 


2. Pares ordenados 


Antes de dar la definición de par ordenado queremos observar que el par 
(«desordenado») (a,b) no cumple la condición (3.1), ya que para cualesquiera 
objetos a,b, (a,b] =(b,a), mientras que de (3.1) se sigue inmediatamente que 
si a b, entonces (a,b) (b,a). 


LEMA 3.1. (a,bj)=Jc,d) sii (a=c yb=d) 0 (a=d y b=c0). 


DEMOSTRACIÓN. Vemos en primer lugar que si (a=c y b=d) o (a=d y 
b=c) entonces, por el principio de extensionalidad, (a,b) =4 c,d). 

Verifiquemos ahora la condición inversa. Supongamos que [a,bj =14c,d), 
con la intención de mostrar que (a=c y b=d) o (a=d y b=0). Consideremos 
dos casos: a=b0 ab. 

- Sia=b, entonces b es el único elemento de (a,b) y, dado que la,b) = 
[c,d), b es el único elemento de (c,d), de manera que a =b=c=d. Así la=:0 
yb=d) o (a=d y b=c). | 

| Pasemos al segundo caso (a É b). En primer lugar, de que La, b) E le,d) 
se sigue que (a=c 0 a=d) y (b=c o b=d). Esto da lugar a cuatro subcasos: 


(l)a=cyb=c, (2)a=cyb=d, (3)a=dyb=c, (4)a=d y b=d. 


Por hallarnos en el segundo caso (a + b), (1) y (4) son imposibles. Así, también 
en este segundo caso, (a=c y b=d)o (a=d y b=c). O 


| Estamos ya en disposición de dar nuestra definición de par ordenado, 
debida al lógico y matemático polaco Kazimierz Kuratowski (1921). 
El par ordenado de a y bes, por definición, el conjunto 


(a,b) =+(1a),ta,bj). 


Decimos que a es el primer componente y bel segundo componente del 
par ordenado (a,b). Así, (a,b) es el conjunto cuyos elementos son el conjunto 
unitario (a) y el par (a,b). Desde luego, esta definición no captura ninguna 
idea previa acerca de lo que debe ser el par ordenado. Lo único que importa 
de ella es que satisface la condición (3.1), como mostramos a continuación. 


PROPOSICIÓN 3.2. Si (a,b) =(c,d), entonces a=c y b=d, 
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos que (a,b) =(c,d), es decir, supongamos que 
((a),la,bj)= (Le), Le,d)) 


con la intención de concluir que a=c< y b=d. De acuerdo con el lema anterior, 
hay dos casos posibles: ] 


L fa)=1c) y La,b)=(c,d), 
2. fa)= (ed) y fa,b)=1c). 


En el caso (2), vemos que a=c=d y a=b=c; es decir, a=b=c=d, de 
modo que a=c< y b=d. En el caso (1), tenemos, en primer lugar, que 4=c€ y, 
en segundo lugar, nuevamente por el lema, o bien a=c y b= d, y ya hemos 
concluido; o bien a =d y b=c. Pero entonces, dado que a = e, también b= d. 
Así, en cualquier caso, a =e y b=d. 


a 


OBSERVACIONES 


1. Podriamos haber dado otras definiciones del concepto de par orde- 
nado que, si bien son incompatibles con la de Kuratowski, también 
satisfacen la condición (3.1). Así, si definimos 

(a,b] = (fa,1),1b,2)), 
podemos mostrar que 
si [a,b] = |c,d], entonces a=c y b=d. 
Ésta es la definición de par ordenado del matemático alemán Felix 
Hausdorff (1914). 
2. Otra posible definición es: 
<ab >= (a), 1b,045, 
que es uña versión simplificada de la propuesta por el matemático 
norteamericano Norbert Wiener (1914). Es una definición aceptable, 
ya que también satisface la condición (3.1): 


si Za,bi>=<e,d >, entonces a =€ y b=d. 


3. Pero no es aceptable definir el par ordenado como 
(a,b) = (La), bj, 
puesto que no cumple la condición (3.1), ya que (1, (2)) = (2,115). 
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PRODUCTOS CARTESIANOS 
SIA y £ son conjuntos cualesquiera, el producto cartesiano de A por 
B, en símbolos, 4 x B, es el conjunto de todos los pares ordenados cuyo primer 
componente es un elemento de Á y cuyo segundo componente es un elemento 
de B; en símbolos, | 
¡AxB=[(y:x€A y y€eB). 


Por consiguiente, para cualesquiera objetos x, y, 
Ay EAXB sii xeA y yebB. 
Por ejemplo, si A=41,2) y B=(4(2,3,4), 
Ax B=((1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4)), 
mientras que 
BxXxA=14Q0,D0,06,3,8,0,84,2(40D0,42)) 


Observemos que si 4 es un conjunto de » elementos y B uno de m ele- 
mentos, entonces A x B tiene n-«m elementos, ya que cada elemento de 4 es el 
or componente de m pares ordenados cuyo segundo componente pertenece 
al 
SiA es vacio, no hay nineún par ordenado cuyo primer componente sea 
un elemento de A. Por consiguiente, con independencia de qué conjunto sea B, 
el producto cartesiano de A por B es vacio, De modo análogo vemos que Á x B 
es vacio 81 B lo es. Por otra parte, si ni A ni 8 son vacíos, tampoco lo es Ax B, 
ya que siaE A y b€E B, entonces (a,b) € Ax B, Hemos justificado, pues, que 


1. AxXB=0 si A=00B=0, 


El producto cartesiano no es conmutativo, es decir, hay conjuntos A y B 
tales que AxB%BxA. Para verlo, basta tomar A y B distintos y no vacios, 
como en el ejemplo anterior. Podemos preguntarnos en qué casos el orden de 
los factores no altera el producto cartesiano, es decir, para qué conjuntos Á y 
B, AxB=BxA. Esto ocurre si uno de los factores es U, ya que en tal caso el 
producto es vacio: con independencia de qué conjunto sea X, 0xX=0=Xx0, 
Ahora bien, si ninguno de los conjuntos es vacío o, lo que, por (1), es lo 
mismo, sí el producto cartesiano no es vacio, entonces el orden de los factores 
siempre altera el producto (a no ser, naturalmente, que los dos factores sean 
el mismo conjunto). La razón es simple: si A 4 B, o bien hay € A—8B 0 bien 
hay y € B— A. Como ni A ni 8 son vacios, sean a € A, be B. En el primer 
caso, (1,b) € (Ax B) —(B x A). En el segundo caso, (ya) € (Bx A) — (A x B). 
En cualquier caso, AxB4% BxA. Así pues, 


2 DMAXBOyAxB=BxA, entonces A=B, 
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3. Relaciones 


Como dijimos en la introducción a este capítulo, identificaremos las rela- 


ciones con conjuntos de pares ordenados, Que un par ordenado pertenezca a 


una relación significará que la relación en cuestión se da entre el primer com- 
ponente del par y el segundo. Así, estipulamos formalmente que una relación 
es un conjunto de pares ordenados. 

Usaremos las letras mayúsculas «Ko», «$9 y «F», posiblemente con sub- 
índices, para referirnos a relaciones. Es decir, estas letras nos servirán como 
variables de relación, 

Si R es una relación, escribimos a menudo 


aRfib 
en vez de 
(a,b) ER 


y decimos que a está relacionado con b (por R) o que la relación KR se da 
entre a y b, Para expresar que a no está relacionado con b (por R) o que 
R no se da entre a y b escribimos 


la,by ER O aRb. 


EJEMPLOS 


1, El conjunto Y e 
R=4(1,2),(1,5),(2,2),(2,4) 
es una relación. Con respecto a ella, 1 está relacionado con 2 y con 5, 
mientras que 2 lo está consigo mismo y con 4, es decir, 1R2, 1K5, 2R2 
y 2R4, Pero 2 no está relacionado con 1, o sea, 21. Tampoco está 5 
relacionado con 1, ni 4 con 2, es decir, 51 y 4K2. 
2. El conjunto $ de pares de seres humanos 
S= (1,3) :x es madre de y) 
es una relación, Naturalmente, xSy si y sólo si x es madre de y. 
Por ser conjuntos, las relaciones cumplen el principio de extensionalidad. 
Puesto que los elementos de una relación son pares ordenados, esto significa 


que las relaciones R y $ son la misma si y sólo si a ellas pertenecen los mismos 
pares. En otras palabras, R=8 sl y sólo si, para cualesquiera objetos x, y, 


AyER sii (1.1) ES. 


El dominio de una relación R, en símbolos, dom(R), es el conjunto de 
los primeros componentes de los pares de R, El recorrido de R, rec(K), es 
el conjunto de los segundos componentes de los pares de R. El campo de R, 
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campo(R), es la unión de su dominio y su recorrido, es decir el conjunto de 
todos los componentes de los pares de R. Asi, para todo objeto a, 
a E dom(R) sii hay algún objeto b tal que aRb, 
a E rec(R) sii hay algún objeto b tal que bRa, 
a campo(R) sii hay algún objeto b tal que aRb o bRa. 
51 Á es un conjunto, decimos que KR es una relación en A si R es un 
conjunto de pares ordenados de elementos de A. En otras palabras, 
Res una relación enÁ sii REAxA. 
En todo conjunto A siempre podemos definir las relaciones siguientes: 
Lo Tldi=((0):x€ A), la relación de identidad en A, 
2. 0, la relación nula en el conjunto A, 
¡| 3, ÁXxA, la relación total en A. 
Claramente 0 € Id, y Id, CA xA, Estas relaciones son iguales si y sólo 
s1 A= 0. Las tres son distintas si y sólo si Á posee dos o más elementos. Si 
Á posee un único elemento, entonces ld, =4Ax4 40, 0 es la menor relación 


en el conjunto A y Ax A es la mayor, es decir, si KR es una relación cualquiera en 
A, entonces ÚÓCR y RCAxA. 


EJEMPLOS 


1. El dominio, el recorrido y el campo de lá relación nula es el conjunto 
vacio. 

2. El dominio, el recorrido y el campo de las relaciones de identidad y 
total en un conjunto Á son todos el propio conjunto A, 

3. SiR=((1,2),(2,5),3,4)), el dominio de £ es el conjunto (1,2,3), su 
recorrido es el conjunto (2,3,4) y su campo es (1,2,3,4).R es una 
relación en cualquier conjunto que incluya a (1,2,3,4). 


OPERACIONES CON RELACIONES 


La unión, la intersección y la diferencia de dos conjuntos de pares orde- 
nados son también conjuntos de pares ordenados. Ási, si R y 3 son relaciones, 
también lo son los conjuntos RUS, RNS y R—8. Naturalmente, para cuales- 
quiera objetos a,b, 

| (a,b) ERUS sii (lab)eRo (ab) ES, 
abeoÉoRNS sii (aber y (a,b)jeS, 
la HER=8S sii (la beR y (a,b Es. 


NOCIONES DE TEORÍA DE CONJUNTOS AY 
En otras palabras, 

a(RUS)b sii aRb o asb, 

aRnsib sí aRb y ab, 

aR—S|jb sii aRb y no ash. 


Más generalmente, si C es una colección no vacia de relaciones, los con- 
juntos LJ C y f]C también son relaciones. Para cualesquiera objetos a,b, 


la,beUC€ sii hay alguna relación Re € tal que (a,b) ER, 
(labbefiC sii para toda relación R € C, (a,b) ER. 


A partir de una relación R obtenemos R, la relación inversa de R, que 
se da entre los objetos a y b si y sólo si R se da entre b y a. Con toda precisión, 


R=1[( y): mx) ER. 
Asi, para cualesquiera objetos a y b 
aRb — sii bRa. 

Es claro que el dominio de R es el recorrido de R y el recorrido de R es el 
dominio de R. o 

A partir de dos relaciones R y $ podemos obtener una nueva relación, su 
producto relacional, R($, que definimos asi: 

RIS=((x,y) : hay algún z tal que (x,2) ER y (2,y) € 8). 

Asi, para cualesquiera objetos a, b, 


a(R|S)b sii hay algún objeto z tal que aRz y z5b. 


EJEMPLOS 


Ll. SiR=10,2,0,3,6,3) y 5=1(5,1),(3,5)], entonces 


(a) R= (12, dE 14,13,)), 
(b) S=((1,5),(5,3)), 
(e) RIS=((1,5),(5,5)), 


(d) S|R=((3,3),(5,2),(5,3)), 
(e) RIR=0, 
(1) SIS=4(3,1)). 
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2. Si definimos las relaciones P y BH en un conjunto de seres humanos de 
modo que aPb si y sólo si a es padre 0 madre de b, y aHb si y sólo si 
a es hermano o hermana de b, entonces aPb sii a es hijo O hija de b: 
aHb sii a es hermano o hermana de b, de modo que H=H; a(H|P)b 
sil a es tío o tía de b; a(P[A)b sii a es sobrino o sobrina de b; a(P|P)b 
sii a es abuelo o abuela de b y a(PIP1b sii a es nieto o nieta de bh. 

3. Con ayuda de la figura 





definimos las relaciones R y $ de modo que aRb sii a es un número 
situado inmediatamente a la izquierda de b, y aSb sii a es un número 
situado inmediatamente por debajo de b. Tenemos que, por ejemplo, 


GRS, 6510, L(R|RJ3, 6(RIS)3, LO(S|R)7, 7(RIS)2, 3(SIR)6. 


PROPOSICIÓN 3.3, Para cualesquiera relaciones R, $ y T, 
(1) R=R, 
(2) RI(SIT) =(R]S)[T, 
(3) (RS) =8S|R. 


DEMOSTRACIÓN. Ocupémonos de (1) en primer lugar. Por la definición de 
relación inversa, si e y b son objetos cualesquiera, 


eb sli bRa, 
sii aRb. 


Pero esto significa que R=R, 
3 ustifiquemos (2). Supongamos que (x,y) € R|(S|T). De acuerdo con la de- 
finición de producto relacional, hay z tal que 


() (aer y (6) (2,y) € (SIT). 
Por (11), hay u tal que 


(ii) (,4)€S y (iv) (uy eT. 


Así, por (1) y (111), (x,4) € (R|S) y finalmente, por (iv), (x, y) € (RI5)|T. Dado que 
(x,y) es un elemento arbitrario de R|(S|T), concluimos que R|(S|T) € (RISIT. 
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De modo análogo podemos justificar la inclusión inversa y, por tanto, la igual- 
dad. | > 
Justifiquemos finalmente (3). Para cualquier par de objetos x, y, 


lx,y) E (RIS) sii (11) ERIS, 
sii hay ztal que (ER y (1068, 
sii hay z tal que (2, y) € R y (12 ES, 
sii hay z tal que (x,z) € S y lay) ER, 
sii (xy) E SR. 


Por consiguiente, (R|5) = 5 |R. Asi concluye la demostración de (3) y, con ella, 
la de la proposición. O 


CUESTIONES DE EXISTENCIA 


A lo largo de este capítulo hemos dado por supuesta la existencia de 
ciertos conjuntos, en particular del par ordenado de dos objetos cualesquiera, 
del producto cartesiano de dos conjuntos, del dominio, el recorrido y el campo 
de una relación, así como de la relación inversa de una relación cualquiera y 
del producto relacional de dos relaciones. A continuación indicamos cómo la 
existencia de estos conjuntos se sigue de los axiomas introducidos al final del 
capitulo anterior, 

La existencia del par ordenado de dos objetos a y b se sigue del axioma 
del par. Gon ayuda de este axioma obtenemos en primer lugar los conjuntos 
ta) y da,b; y, a continuación, el conjunto [(a),La,bP), es decir, el par (a, b). 

Pasemos ahora al producto cartesiano de los conjuntos A y B. Digamos 
que un objeto x tiene la propiedad O si x es un par ordenado cuyo primer 
componente es un elemento de A y cuyo segundo componente es un elemento 
de B. Así, Ax B es el conjunto de los objetos que tienen la propiedad , 
Obtendremos este producto cartesiano con ayuda del axioma de separación. 
Para ello, basta encontrar un conjunto E al que pertenezcan todos los pares 
formados con elementos de A y B, pues entonces, AxB=4(x € E: 0(x)). 

Para hallar E, observamos que si ae A y be B, entonces el conjunto 
unitario (a) y el par (a,b) son subconjuntos de AUB y, en consecuencia, 
son elementos de P(AUB). Pero entonces, el par (a,b), que no es más que el 
conjunto (/a), La, bj), es un subconjunto de P(AUB), es decir, es un elemento 
de P(P(AUB)). Este es, pues, el conjunto E que buscábamos, ya que a él 
pertenecen todos los elementos de A x B. Por consiguiente, 


AxB=1x€ P(P(AUB)): (0). 


Veamos ahora cómo obtener el dominio de una relación R. Como en el 
caso del producto cartesiano, basta que obtengamos un conjunto D al que 
pertenezcan todos los componentes de los pares en R, pues entonces obtenemos 
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dom(R) por el axioma de separación como el conjunto de los elementos de D 
que tienen la propiedad de ser primeros componentes de PA R. Ahora 
bien, puesto que (a,b) = La), La,bY), si (a,b) ER, los conjuntos (a) y (a,b) 
son elementos de un elemento de R, por lo que ambos pertenecen al conjunto 
|JR. Pero entonces, los objetos e y b, que son elementos del par (a,b), son 
elementos de un elemento de |JR, es decir, son elementos de (JUR, Este es 
pues el conjunto D que buscábamos, ya que a él pertenecen todos los elementos 
de dom(R). Por consiguiente, 


dom(R) = (x€ |JUR :x es el primer componente de un par en Rj, 
Del mismo modo obtenemos el recorrido y el campo de R, pues 


rec(R) = (xe UUR:x es el segundo componente de un par en KR], 


campo(R) = [x€ UUR :x es un componente de un par en RJ, 


Por lo que respecta a la relación inversa de R, observamos que R £ 
rec(R) xdom(R), un conjunto cuya existencia ya sabemos justificar. Pero enton- 
ces podemos formar R por separación, ya que R es el conjunto de los elementos 
de rec(R) x dom(R) que tienen la propiedad de ser pares ordenados (a,b) tales 
que (b,a) ER. | 

Finalmente, nos ocupamos del producto relacional. Puesto que 


dom(R|S) € dom(R) y  rec(R|S) € rec(S), 


R|S E dom(R) x rec(S). Así, R|S es el conjunto de los elementos de dom(R) x 
rec($) que tienen la propiedad de ser pares ordenados (a,b) tales que hay 
algún objeto c para el cual (a,c) ER y (c,b) € $. El axioma de separación nOs 
garantiza la existencia de este conjunto. 


4. Clases de relaciones 


Una relación R es reflexiva en un conjunto Á si y sólo si todo elemento 
de A está relacionado consigo mismo por R, es decir, si y sólo si para todo x€ A, 
Rx. Una relación R es irreflexiva si y sólo si ningún objeto está relacionado 
consigo mismo por R, es decir, si y sólo si para todo objeto x, xRix. 

Así, si A= (1,2), la relación 


R=((1,1),(1,2),(2,2)) 
es reflexiva en A, mientras que la relación 
5=((1,2),(2,1)) 
es irreflexiva. 


Es posible que una relación no sea refiera ni irrefleriwva en un conjunto 
dado. La razón es simple. Para que una relación R sea reflexiva en un conjunto 
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A, todo elemento de A debe estar relacionado consigo mismo por R, mientras 
que para que sea irreflexiva, ningún elemento debe estarlo. Pero que no todo 
elemento de A esté relacionado consigo mismo no implica que ninguno lo esté, 


Asi, la relación | 
R = (1, 1), 42, 3,) 


no es reflexiva en el conjunto (1,2,3), ya que, por ejemplo, (2,2) £ R, pero 
tampoco es irreflexiva, ya que (1,1) € R, 
Una relación KR es simétrica si y sólo si para cada par de objetos x, y, 


si xRy, entonces yRx. 
Una relación R es asimétrica si y sólo si para cada par de objetos x, y, 
si xRy, entonces y Rx. 


Dicho de otro modo, R es asimétrica si y sólo si no hay ningún par de objetos 
x,y tales que xRy y yRx. Asi, la relación 


R=¿(1, 1),(1,2),42, 1)) 


es simétrica, mientras que la relación 


y= (1 20, (1 3), (2,3)) 


es asimétrica, 

Es posible que una relación no sea ni simétrica ni asimétrica. Que una 
relación R no sea simétrica significa que hay objetos a,b tales que (a,b) € R 
y (b,a) E R. (ue no sea asimétrica significa que hay objetos c,d tales que 
(c,d) ER y (d,c) ER. La relación 


R=((1,2),(1,3),(2,1)) 


cumple ambas cosas, por ló que no es ni simétrica ni asimétrica. 

Observemos que toda relación asimétrica es irrefleziva, pues si a es un 
objeto tal que aRa, hay objetos x, y (de hecho, x= y= a) tales que Ry y yRx. 
Esto muestra que sI £ no es irreflexiva, tampoco es asimétrica, de modo que 
toda relación asimétrica debe ser irreflexiva. 

Una relación R es antisimétrica si y sólo si para todo par de objetos x, y, 

sixRy y yRx, entonces x= y. 


Dicho de otro modo, R es antisimétrica si y sólo si no hay ningún par de objetos 
distintos x, y tales que xRy y yRx. Así, 


R=((1,1),(1,2),(2,2)) 


es una relación antismnétrica, ya que si xKy y yKx, entonces o blen«=y=10 
bien x= y= 2, mientras que 


5=1(1,2),(2,1),(2,2)) 
no es antisimétrica, ya que 152, 251 y 12. 
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Vemos que la antisimetría es una condición más débil que la asimetría: 
que una relación R sea asimétrica significa que no hay ningún par de objetos 
a,b (iguales o distintos) tales que 


(3.2) aRb y bRa, 


mientras que R sea antisimétrica significa que no hay ningún par de objetos 
distintos que cumplen (3.2). Así, toda relación asimétrica es antisimétrica, 
Pero no toda relación antisimétrica es asimétrica. De hecho, no es difícil ver 
que una relación es asimétrica si y sólo si es entisimétrica E irrefleriva. 

Una relación R es transitiva si y sólo si para cualesquiera objetos Xx, y, Z, 


si xRy y yRz, entonces xRz. 


Así, las relaciones 
R=((1,2),(2,3),(1,3),(3,3)) 
y = (1,2), (2, 1),(1,1),(2,2)) 
son transitivas. Pa ' e das 
Observernos que para que una relación K no sea bransiiiva es necesa 
suficiente que haya objetos a,b,c (distintos 0 no) tales que (a,b) ER, (b,c) ER, 
y (a,c) ER. Así, la relación 
no es transitiva, ya que (2,1) € R,(1,2) €R y (2,2) £R. Pero la relación 
S=((1,2),(1,3)) 
es transitiva, ya que ni siquiera hay objetos x, y,z tales que na ESy (12) € 3. 
Por la misma razón, también son transitivas la relación [(1,2)) y la relación 
nula. 


EJEMPLOS 


1. SiA=(1,2,3), la relación R= ((1,2), (2,3), (2,2), (1,3)3 


(a) no es reflexiva en A, ya que (1,1) £R, 

(b) no es simétrica, ya que (1,2) € K, pero Q0EÉR, 
(c) es transitiva, 

(d) noes irreflexiva, ya que (2,2) ER, 

(e) noes asimétrica, ya que (2,2)ER, 

(£) es antisimétrica. 


| 
a ia -— 
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2. Las relaciones <* y <" en el conjunto N de los números naturales 
definidas por 
n<"m sii nmeNyn<m 
n<"m sii nmeNyn<m 
son ambas transitivas y antisimétricas. Además, <Y es reflexiva en N, 
mientras que <Y és irreflexiva y asimétrica. 
3. La relación 5 que se da entre cada número natural y su sucesor, es 
decir la relación 
S=((n,m:neNymeNym=n+1), 
es Irreflexiva, asimétrica y antisimétrica. 
4. La relación Id, de identidad en un conjunto A es reflexiva en A, 


simétrica, transitiva y antisimétrica, La relación de diversidad en un 
conjunto A, es decir, la relación 


(Ax A)—Ida =((x,1):x€ A, y € A, x4 y) 


es simétrica e irreflexiva. Es transitiva si y sólo si A tiene menos de 
dos elementos. 

5. SiA es un conjunto cualquiera, la relación de inclusión (Ca) en P(A), 
el conjunto potencia de Á, es decir, la relación definida por 


ECGAY mi XEAFCA SECT 


es reflexiva en 'P(A), antisimétrica y transitiva, 


Observemos que no toda relación es de una de las seis clases consideradas, 
Por ejemplo, la relación R en el conjunto A =41,2,3) definida por 


R=4((1,1),(1,2),(2,3), (1,3), (3,2)) 


no es reflexiva en A (pues (2,2) £ K) ni irreflexiva (pues (1,1) € R) ni simétrica 
(pues (1,2) € R,(2,1) £ K) ni asimétrica ni antisimétrica (pues (2,3) € R y 
(3,2) ER) ni transitiva (pues (2,3) € R y (3,2) € R, pero (2,2) ER). — 

Damos ahora una caracterización compacta de las seis clases de relaciones 
consideradas que puede contribuir a su mejor comprensión. 


PROPOSICIÓN 3.4. SiR es una relación en un conjunto Á, entonces 
(1) Resrefieriva enÁ su Id, CR, 
(2) Res simétrica sii R=R, 
(3) Res transitiva sii RIRCR, 
(4) Res irrefleriva su RNId, =0, 
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(5) Res asimétrica sii ROAR=0, 
(6) Res antisimétrica sii ROA C Ida. 


DEMOSTRACIÓN. Justificamos únicamente el punto (3), dejando los restantes 
como ejercicio. | 

Supongamos en primer lugar que R es una relación transitiva, con el objeto 
de mostrar que R|R C R.Si (a,b) € R[R, hay x tal que (a,x) ER y (x,b) ER. 
Puesto que R es transitiva, (a,b) € R. Por ser (a,b) un elemento arbitrario de 
R|R, concluimos que RR CR. 

Supongamos, inversamente, que R|[R € R y concluyamos que KR es transi- 
tiva. Sean a,b,c elementos cualesquiera de A tales que (a,b) € R y (b,c) ER. 
Debemos mostrar que (a,c) € R. Dado que (a,b) ER y (b,c) € R, tenemos que 
(a,c) ERIR, Pero, por suposición, R|[R CR. Ási (a,c) € R, como queriamos e 
trar. 


5. Relaciones de equivalencia y particiones 


La relación de identidad en un conjunto A es reflexiva en A, simétrica y 
transitiva. Hay muchas otras relaciones con estas tres propiedades, relaciones 
que corresponden a lo que podríamos llamar «igualdad en cierto aspecto». 
Relaciones de este tipo son las que se dan (1) entre automóviles de una misma 
marca, (2) entre números que dan el mismo resto al dividirlos por 2, (3) entre 
palabras castellanas que empiezan por la misma letra, (4) entre personas que 
viven en el mismo país, (5) entre personas que tienen la misma edad, etc. Este 
tipo de relaciones reciben el nombre de relaciones. de equivalencia. 

- Una relación de equivalencia en un conjunto A es una relación refle- 
xiva, simétrica y transitiva en A. | 

Toda relación de equivalencia en un conjunto nos permite clasificar los 
elementos del conjunto. Así, la relación R del ejemplo (3) nos permite clasificar 
las palabras castellanas, es decir, distribuirlas en clases, según su primera letra, 
Cada una de estas clases consta de todas las palabras que empiezan por una 
cierta letra. Tenemos, pues, la clase de las palabras que empiezan por la letra 
a, la de las palabras que empiezan por la letra b, etc. Todas las palabras de 
una misma. clase están relacionadas por R y las de dos clases distintas no lo 
están. Toda palabra pertenece a una clase y sólo a una: por eso hablamos de 
clasificación, | : 

Del mismo modo, la relación del ejemplo (2) en el conjunto de los números 
naturales definida por 


ñ=>m sii n y m dan el mismo resto al dividirlos por 2, 


nos permite clasificar los números naturales en dos clases: la de los pares y la 
de los impares, mientras que la relación análoga a ésta, 


nñ=sm sii n y m dan el mismo resto al dividirlos por 5, 
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clasifica los números naturales en cinco clases, según su resto al dividirlos por 
5 sea 0,1,2,304: 


Ag (resto 0) Aj (resto 1) Az (resto 2) Az (resto 3) Ay (resto 4) 


0 | 2 a ¿4 
5 6 ¡ 8 9 
10 11 12 13 14 
15 16 17 18 19 
20 21 22 2d 24 


En la clasificación efectuada por la relación de identidad en un conjunto A, 
cada clase consta de un único elemento, ya que Id, sólo relaciona cada objeto 
consigo mismo. En contraste con ello, en la clasificación correspondiente a 
AxA, la relación total en A, que es una relación de equivalencia, hay una sola 
clase, a saber Á, ya que todos los objetos de Á están relacionados entre sí, por 
lo que todos pertenecen a la misma clase. 

Definimos ahora con precisión el concepto de clasificación o, como se dice 
más habitualmente, de partición. 

>,Una partición o una clasificación de un conjunto Á es una colección de 
subconjuntos no vacíos de Á, las llamadas clases de la pa | 


u 


a 


e 6 a ec 


de A tal que 


(1) 08€ ll, es decir, no hay clases vacías; 


(ii) si X,Y EM y X 2, entonces XNY =0, es decir, las clases son disjuntas 


entre sí; 


(111) para todo a€ A hay X € IT tal que a € X, es decir, todo elemento de A 
pertenece a alguna clase. 


EJEMPLOS 


1. [La colección ((1), (2,3), (4)) es una partición del conjunto (1,2,3,4). 
Otra partición del mismo conjunto es ((1,4), (2,37). | 

2. 514 es el conjunto de los números pares e F el de los números impa- 
res, entonces (X,Y) es una partición del conjunto N de los números 
naturales. 

3. 51 A, es el conjunto de las palabras castellanas que empiezan por 
la letra a, Aj el de las que empiezan por la letra b, ete., entonces 
la, colección ¿A 45, Ac; +++ Ay, 4,) es una partición del conjunto de las 
palabras castellanas. 


Pucon e la partición, tal que todo 
elemento de Á pertenece a una clase y sólo a una. Dicho de otro modo, una 
partición o clasificación de un conjunto Á es una colección IM de subconjuntos 


di 


A 
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(4. La colección ((a):a € Aj es una partición del conjunto A. 
5. La colección 14] es una partición del conjunto A. 


Veremos ahora que toda relación de equivalencia en un conjunto Á deter- 
mina una partición de A. De hecho, mostraremos cómo obtener una partición 
a partir de cualquier relación de equivalencia. 

Fijemos, pues, un conjunto cualquiera A y una relación de equivalencia 
R en A. Para cada as A sea [ala el conjunto de todos los elementos de A 
relacionados con a; es decir, 


| lar = = qa E A:xRaj. 


Decimos que [al es la clase de equivalencia de a 1 (respecto a R). Así: 


(1) x€Elalg sii  xRa. | 
Por tanto, por ser R reflexiva, 

(2) a€ [az 
Además xl 


(3) siaRb, entonces [a] y = |b];. / 


Justifiquemos (3). Supongamos que aRb y sea x € lalp. Así, xRa y, por 
transitividad de R, xRb. Por definición de [b]s, x € [b]2. Asi, por ser x un ele- 
mento arbitrario de lala, [ale E [6];. De modo análogo podemos mostrar que 
[b]x E [a]r. Pero entonces, por extensionalidad, [a]z = [6]. 


(4) si aRKb, entonces [aja M|b]y = 0. 6 


Justifiquemos (4). Si [a]eM[b]s 4 0, hay x tal que xRa y xRb. Pero entonces, 
por simetría y a de R, aRb. Hemos visto, pues, que si [a]eM[b]% ” O, 
entonces aRb. Pero esto equivale a decir que si ab, entonces [alg M [b]. = 


Sea AÉR el conjunto de las clases de equivalencia respecto a R de todos 
los elementos de A, es decir, 


A/R= (als: a € A). 


Decimos que A/R es el conjunto cociente de Á respecto a R. 

El conjunto cociente de Á respecto a R es una partición de Á, ya que por 
(2) ninguna clase es vacía y, también por (2), todo elemento de A pertenece 
a alguna clase, Finalmente, las clases son disjuntas entre sí, puesto que si 
lalr + [b]x, entonces, por (3 ), aRb y así, por (4), lala Mala =0, Vemos, pues, 
que AR es la partición buscada, la partición de A determinada por HR. 
Resumimos este resultado en la siguiente proposición. 


PROPOSICIÓN 3.5. Si R es una relación de equivalencia en un conjunto A, 
el conjunto cociente A/R es una partición de Á. 


A | 
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EJEMPLOS 


1, Consideremos con detalle el caso de la relación =5 en M. Tenemos que 


Ao = [Ox = [ler = [10lr = Sale 

de <= e <= Uy. e == melon 

As = a = 7 _ 112]% => _ [Sn +2]p = 

Ay = Blr = [Ble = [13lr = + = [5n+3]g = 

A = Me = [9 = [Me = - = [5n+4]r = 
y que 


BAR = LAA ¡2,43 A). 
2. SiS es la relación en el conjunto A= (1,2,3,4,5,6,7,8) definida por 


== 10 ,2),43,4),43,5),(4,5),(6,7), (6,8), (7,8)), lo Es de 


entonces la relación rt 


R=SUSUId 
es una relación de equivalencia en A, (Para verlo, sólo hay quer verificar 
que es transitiva, ya que es claramente simétrica y reflexiva en A.) Las 
clases de equivalencia de cada elemento son 


lr = [lr = (1,2), 
Blr = lr = [Sl = (3,4,5), 
l6lr == [Mr = [Bl = (6,7,8). 


El tonjurtto cociente es, pues: 
AJR=4(1,2],(3,4,5]),16,7,8)). 


Acabamos de ver cómo obtener una partición a partir de una relación 
de equivalencia. Mostraremos ahora que, inversamente, toda partición de un 
conjunto A de lugar a una Gran de equivalencia en A. 

Supongamos, pues, que les una partición del conjunto A. Así todo ele- 
mento de A pertenece a una clase de la partición y sólo a una. Esto nos permite 
definir la relación K en A por 


R=|4(a,b) :a y b pertenecen a una misma clase de MI). 


R es reflexiva en A, ya que todo elemento de A pertenece a una clase; 


ves simétrica, ya que si a y b pertenecen a la misma clase, b y a pertenecen 


a la misma clase. Finalmente, R es transitiva, ya que si a y b pertenecen a 
uná misma clase y by ce pertenecen a una misma clase, entonces, ya que 
todo elemento de Á pertenece a una única clase, a, b y c (y, en particular, a 


y e) pertenecen a una misma clase. R es, pues, una relación de equivalencia, 


la relación de equivalencia en A determinada por Il. Resúmimos este 
resultado en la siguiente proposición. 
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PROPOSICIÓN 3.6. Si ll es una partición de un conjunto Á, entonces la re- 
lación R definida por 


aRb sii hay alguna clase X El tal queaeX ybeX 


es una relación de equivalencia en Á. 


.6./ Relaciones de orden 


Entre los elementos de un conjunto podemos establecer a veces cierta 
relación de precedencia o de orden. Todos estamos familiarizados con la rela- 
ción que ordena los números naturales de menor a mayor, o con la relación de 
precedencia entre las personas que hacen cola ante una ventanilla. También 
podemos ordenar los subconjuntos de un conjunto con respecto a la relación 
de inclusión. Hay una diferencia importante entre esta última ordenación y la 
de los números naturales, Dados dos números naturales cualesquiera, uno de 
ellos es menor que el otro, mientras que en el caso de la inclusión nos encontra- 
mos con pares de conjuntos, como (2,3) y (3,5,7), que son incomparables con 
respecto a la inclusión: ninguno de ellos está incluido en el otro, Expresaremos 
esta diferencia diciendo que el orden de los números naturales es total, mien- 
tras que el orden de subconjuntos de un conjunto con respecto a la inclusión 
es sólo parcial, 

Dejemos a un lado por ahora las diferencias y busquemos los puntos que 
estas relaciones tienen en común. Pero antes observemos que hay dos maneras 
de considerar el orden de los elementos de un conjunto: de modo estricto o de 
modo no estricto o reflexivo. Ási, decimos que el número 3 es estrictamente 
menor que el número 5 (3< 5) y también decimos que 3 es menor o igual 
que 5 (3< 5). La diferencia esencial entre < y € es que ningún número es 
estrictamente menor que sí mismo, pero todo número es menor 0 igual que sí 
mismo. Por lo demás, las dos relaciones coinciden. Es decir, si a E b, entonces 
a<b si y sólo si a< bh, | 

Toda relación de orden (estricto o reflexivo) es transitiva: con indepen- 
dencia de que la precedencia sea estricta o reflexiva, si a precede a b y b precede 
a c, entonces a también precede a e. Por otra parte, es esencial a todo orden la 
ausencia de situaciones circulares: si a y b son objetos distintos, es imposible 
que a preceda a bh y que, al mismo tiempo, b preceda a a. Puesto que ningún 
objeto es estrictamente menor que sí mismo, esto significa que toda relación 
de orden estricto es asimétrica, mientras que toda relación de orden reflexivo 
es antisimétrica. Así, pues, definimos: 

Un orden parcial reflexivo en un conjunto Á es una relación reflexiva, 
antisimétrica y transitiva en A. 

Un orden parcial estricto en un conjunto Á es una relación asimétrica 
y transitiva en A. 

Puesto que toda relación transitiva es asimétrica si y sólo si es irreflexi- 
va, podemos concluir que un orden parcial estricto en un conjunto Á es una 
relación irrefieriwva y transifiva en Á. 
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EJEMPLOS | 
1. SiA es el conjunto (1,2,3,4), la relación 


R=4(1,2),(1,3),(1,4), (2,4),(3,4) UId, 


es un orden parcial reflexivo en A, mientras que la relación 


S= ((1,2),(1,3), (1,4), (2,4),(3,4)) 
es un orden parcial estricto en A. 


2. La relación menor o qual que en el conjunto N de los números natu- 
rales, en simbolos, <”, es un orden parcial reflexivo en N. También lo 
son las relaciones análogas <* en el conjunto Z de los números ente- 
ros y <Y en el conjunto Q de los números racionales. Por su parte, la 
relación menor que, <Y, en el conjunto N es un orden parcial estricto 
en N. También lo son las relaciones análogas <% en el conjunto Z y 
<% en el conjunto (). 


3. 51 A es un conjunto cualquiera, la relación de inclusión Caj entre 
subconjuntos de A definida por 


XEAE E JECAY CANE CY 


es un orden parcial reflexivo en P(A), mientras que la relación de 
inclusión propia Ca entre subconjuntos de A, 


XCpY sii XCA,YCAyXcY, 
es un orden parcial estricto en P(A). 
> 4  Larelación D de divisibilidad en el conjunto Z+ de los números enteros 
positivos definida por 
nm. sii nes un divisor de m; 
sii hayk=>1 tal que n-k=m 
es un orden parcial reflexivo en Z*. Por otro lado, la relación D' de 
divisibilidad propia en el conjunto Z+, definida por 
nD'm sii nm y nes un divisor de ma; 
su hayk>l'tal quen: k=m 
es un orden parcial estricto en Z?. 


Podemos representar los órdenes parciales (reflexivos o estrictos) en un 
conjunto finito mediante diagramas. Así, el diagrama 








— 
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representa el orden parcial estricto $ en el conjunto A = (a,b,c,d,e, fFh: 


(ía, b), (a, e), (a,d), (a, e), (a, f),(b, c), (5, d), (bye), (b, PF) 0c,e), 1d, e), (a, Fi 


y también ispresenta el orden parcial reflexivo R en el mismo conjunto A 
definido por pE= 53 > a 
ff R=Id US. ¿ A A) 

El modo de interpretar los diagramas de este tipo es el siguiente: (1) x5y 
sil hay una línea ascendente (recta o quebrada) que va de xa y, y (2) xRy sii 
x=y0 hay una línea ascendente (recta o quebrada) que va de xa y. 

Un diagrama adecuado para representar el orden parcial (reflexivo o es- 
tricto) de la inclusión en el conjunto P((1,2)), es decir el diagrama de los 
órdenes parciales Cr 3) y C(123, 85 


11,2) 





_Un diagrama adecuado para representar los órdenes parciales de la in- 
clusión, E(1,213), y de la inclusión propia, C(123), en el conjunto P((1,2,3)) 
es 

(1,2,3) 


(1,2] X | 


ty 
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Como dijimos al introducir el concepto de orden (y como se pone de 
maniflesto en el uso de un mismo diagrama para un orden reflexivo y uno 
estricto), hay una íntima conexión entre los órdenes parciales reflexivos y los 
estrictos. 51 R es un orden parcial reflexivo en A, definimos la relación S en A 
por: 


(3.3) ¿ash sii aRb y afb ] 


(de modo qué $= R—Id4), $ es un orden parcial estricto en A, el orden parcial 
estricto asociado a R. l 

Inversamente, si $ es un orden parcial estricto en A, definimos la relación 
R en Á por: | 


(3.4) 1 aRb sii aSboa=b | 


(de modo que R= $UId¿). R es un orden parcial reflexivo en A, el orden 
parcial reflexivo asociado a $. 

Vemos, pues, que si un orden parcial estricto corresponde a la idea de 
preceder a, el orden reflexivo asociado corresponde a preceder o ser igual a. En 
ves de «preceder», es habitual decir «ser menor que», de modo que los órdenes 
reflexivos corresponden a la idea de ser menor o igual que, mientras que los 
órdenes estrictos corresponden a la de ser estrictamente menor que. Así, (3.3) 
expresa que a es estrictamente menor que bh si y sólo si a es menor o igual que 
b pero distinto de b, mientras que (3,4) expresa que a es menor o igual que b 
si y sólo si a es estrictamente menor que bo es igual a b. 

Por esta razón, solemos usar el simbolo «<» y variantes para referirnos 
a órdenes parciales reflexivos y el símbolo «<»w y variantes para referirnos a 
órdenes parciales estrictos. En un mismo contexto, < y < son órdenes asocia- 
dos. Es decir, si en cierta discusión usamos el símbolo «<» (o «<%», 0 «<») 
para referirnos a un orden parcial reflexivo determinado, en esta misma discu- 
sión usaremos el símbolo «<» (0 «<%», 0 «<4») para referirnos al orden estricto 
asociado a < [oa <* ,0a =, respectivamente). Si usamos los símbolos «<» y 
«<<» en lugar de «R» y «5», las definiciones (3.3) y (3.4) se convierten en 


a<b sii a<byafb 


aZ<b si a<boa=b, 
El uso de estos símbolos no presupone en absoluto que hablemos de 
números. Podemos usarlos en cualquier contexto en que esté presente un orden. 
Supongamos que < (respectivamente <) es un orden parcial reflexivo 
(respectivamente estricto) en un conjunto Á y que a,b son elementos de A. 
Decimos que a y b son¡comparables'si 
AS 
aszb o b<a, 
o, equivalentemente, s1 
[azb o b<ca o b=4 


En otro caso decimos que a y b son elementos incomparables. ; 














62 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


Un orden total o lineal en un conjunto Á es un orden parcial (reflexivo 
O estricto) en Á respecto al cual todos los elementos de 4 son comparables, 

Es inmediato que dos elementos de Á son comparables respecto a un orden 
parcial (< o <) si y sólo si lo son respecto a su orden asociado (< o <). Así, 
un orden parcial (reflerivo o estricto) es lineal si y sólo si su orden asociado 
(estricto o reflerivo) lo es. 


EJEMPLOS 


1. Las relaciones R y $ del primer ejemplo de esta sección son órdenes 
parciales no lineales, ya que los elementos 2 y 3 de A no son compa- 
rables. 


2. Las relaciones <N, <É y <% (y, por tanto, también <Y, <E y <%) 
son órdenes lineales, 
3. La relación de inclusión €y,2,3 (y, por tanto, también C12,3) en el 


conjunto P((1,2,3)) no es un orden lineal, ya que, por ejemplo, (1,2) 
y (1,3) no son comparables (ninguno está incluido en el otro). 


4. La relación de divisibilidad D (y, por tanto, D') en el conjunto £* de 
los números enteros positivos no es un orden lineal, ya que, por ejem- 
plo, los números 14 y 21 son incomparables, puesto que son distintos 
y ninguno de ellos es un divisor del otro. 


ELEMENTOS EXTREMOS DE UN ORDEN PARCIAL 


Supongamos que < es un orden parcial estricto en un conjunto A. Así, 
< es su orden reflexivo asociado. Si a y b son elementos de A tales que a < b, 
diremos que a es estrictamente menor que b o que b es estrictamente mayor 
que a, mientras que si a < b, diremos que a es menor o igual que b o que b es 
mayor 0 igual que a. Sea a € A. Decimos que 


1. a es un elemento minimal si no hay ningún elemento de Á estricta- 
mente menor que a, es decir, si para todo xEA,xXa, 


2. a .€s un/elemento mínimo si a es menor o igual que todo elemento de 
A, es decir, si para todo x€ A, ax, 


4. aes un elemento maximal si no hay ningún elemento de Á estricta- 
mente mayor que a, es decir, si para todo x€ A, a Lx, 


4. a es un elemento máximo si a es mayor o igual que todo elemento 
de A, es decir, si para todo x€ A, <a. 


EJEMPLOS 


1, En el orden parcial representado por el diagrama 





a | AAA 
| TASAS nm | 
hi da en 
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a es un elemento minimal y un elemento mínimo y e y d son elementos 
maximales, Em este orden no hay ningún elemento máximo. 
2. En el orden parcial representado por el diagrama 





a y b son elementos minimales y dl es un elemento maximal y máximo. 
En este orden no hay ningún elemento mínimo. 


3. Enel orden parcial representado por el diagrama 





a y b son elementos minimales y e y f son elementos maximales. En 
este orden, no hay ningún elemento mínimo ni máximo. 
4, Enel orden <* de los números naturales, O es un elemento minimo y 
minimal. En este orden no hay ningún elemento máximo ni maximal. 
5. En el orden <* de los números enteros no hay ningún elemento 
minimo, ni máximo, ni minimal ni maximal. 


Reunimos los hechos básicos acerca de estos cuatro conceptos en la pro- 
posición siguiente. 
PROPOSICIÓN 3.7. En todo orden parcial, * 


(1) hay a lo sumo un elemento mínimo, 
(2) hay a lo sumo un elemento máximo, 
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(3) el elemento mínimo, si existe, es un elemento minimal, 
(4) el elemento máximo, sí existe, es un elemento maximal, 


- DEMOSTRACIÓN. Sea < un orden parcial estricto en un conjunto A. Así, < 
es su orden reflexivo asociado. 

Supongamos que a y bh son elementos mínimos. Mostraremos que a = b, 
Puesto que a es mínimo, a < b; puesto que b también lo es, ba. Así, por 
antisimetría de <, a=b. Esto justifica (1). Del mismo modo obfenemos (2). 

Supongamos . que el orden posee elemento mínimo, a. Si a no fuera mini- 
mal, habría x€ A tal que x < a. Por ser a mínimo, a € x. Pero entonces, por 
transitividad de < ,x< x, lo cual es imposible, ya que < es irreflexivo. Así, a 
es minimal. Esto justifica (3). De modo análogo obtenemos (4). O 


PROPOSICIÓN 3.8. En un orden lineal, todo elemento minimal es mínimo y 
todo elemento marimal es máximo. 
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1. Todo elemento de un orden lineal tiene a lo sumo un sucesor inme- 
diato. 


2. Todo elemento de un orden lincal tiene a lo sumo un predecesor in- 
mediato. 


>= $51 bes sucesor inmmediato de e, diremos, pues, que b es el sucesor inme- 
diato de e y que a es el predecesor inmediato de b. 


EJEMPLOS 


1. Enelorden (N, <% ), 3 es el sucesor inmediato de 2 y 2 es el predecesor 
inmediato de 3. En este orden, todo número natural tiene sucesor 
inmediato y todo número natural positivo (es decir, distinto de (0) 
biene predecesor inmediato. n+1 es el sucesor inmediato de 1 y n es 
el predecesor inmediato de n+1. 


2. Enelorden (Q,<%), donde O es el conjunto de los números racionales, 


a 


ningún elemento tiene predecesor inmediato ni sucesor inmediato. 


| h DEMOSTRACIÓN. — Supongamos que < es un orden lineal estricto en un con- 
A unto 4 min 
ll hi dad Les e dd y z e + peo Decimos que un orden lineal es discreto si (1) todo elemento excepto 
Il » y p E el mínimo (si existe) tiene predecesor inmediato y (11) todo elemento excepto el 
A a < x, de modo que a es un elemento mínimo, Vemos, pues, que todo elemento di 
| minimal de un orden lineal es también minimo. De modo análogo mostramos máximo (si existe) tiene sucesor inmediato. 
nl se toto elemento anayimal ss máias ] O Obsérvese que un orden lineal (reflexivo o estricto) es discreto si y sólo si 
| ¡ 1] i 0 
Ñ 4 iS su orden asociado (estricto o reflexivo) también lo es. 
Á menudo, en lugar de decir que la relación R es un orden lineal en el l. Si A es el conjunto de los números de dos cifras y <? es la relación de 


| 
| conjunto A, diremos que el par (A,R) es un orden lineal; | | Apt Hor tupac l o 
| Supongamos que (4,<) es un orden lineal reflexivo. Así, (A,<) es el orden orden natural entre ellos, entonces (A, <%) es un orden lineal estricto 


iscreto con elemento mini l número 10 y elemento máximo, el 
lineal estricto asociado. Sean a y b elementos de A, Si a < b y no hay ningún EuScota con elerauto Tarda, € HOLICTO 18 y Biar 


número 99, 
2. El orden (N,<*%) (o el orden (N,<%)) de los números naturales es 
discreto. Tiene elemento mínimo, el número cero. No tiene elemento 
máximo. El sucesor inmediato de un número an es el número n+1. El 


| 

| ORDENES LINEADIRDISCRETOS/. PENEOS EJEMPLOS 
) 

| xEA tal que a< x y x< b, decimos que a es predecesor inmediato de bh y 

que hb €s sucesor inmediato de €. No es difícil ver que 


| 
| 
W 1. aes predecesor inmediato de b sii para todo x€ Á, si a < x, entonces 
Dx, 






| predecesor inmediato de un número » distinto de O es n— 1. 
H — 2. aes predecesor inmediato de b sii para todo x€ A, si x< hb, entonces | - em TAN . 
| ! <a. , 3. Elorden (£7,<%) (0 el orden (27, <%”)) de los números enteros nega- 
| e ; : , : tivos es discreto. No tiene elemento mínimo. Tiene elemento máximo, 
' Supongamos que b y b' son sucesores inmediatos de a. Así, a<bya<b, el número —1. El sucesor inmediato de un número a distinto de —1 . 
A Sib b', entonces, puesto que nos hallamos en un orden lineal, b<b' o b'<b, es el número +1. El predecesor inmediato de un número nesn—l. 7, 
NN La primera disyuntiva no es posible, ya que b' es un sucesor inmediato de a. | S | E | “ee 
| Tampoco lo es la segunda, ya que b es un sucesor inmediato de a. Por tanto, 4. El orden (2, <*) (o el orden (2, < )) de los numeros enteros (ne- ei 
q b=b. Esta areumentación muestra que ningún elemento de A puede bener : gativos, cero y positivos) es discreto. No tiene elemento mínimo ni 
dos sucesores inmediatos. De manera análoga podemos mostrar que ningún Is Bl Sucesor inmediato de un número nes a+1 y su predece- 
elemento de A tiene dos predecesores inmediatos. Por consiguiente: sor inmediato es n— 1. 











66 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


Estos cuatro ejemplos ponen de manifiesto que hay órdenes discretos (1) 
con elemento mínimo y elemento máximo, (2) con elemento mínimo y sin 
elemento máximo, (3) con elemento máximo y sin elemento mínimo y (4) 
sin elemento máximo ni mínimo. 

Decimos que un orden lineal es denso si tiene más de un elemento y 
ninguno de sus elementos tiene predecesor inmediato ni sucesor inmediato. 
Dicho de otro modo, un orden lineal (A,<) (o (A, <)) es denso si y sólo si A 
tiene más de un elemento y entre dos elementos cualesquiera siempre hay un 
tercero, es decir, para cualesquiera a € A y bEA, 


sia<b, haye € Atal quee <e y e<b, 


Observemos que un orden lineal (reflexivo o estricto) es denso si y sólo si 
su orden asociado (estricto o reflexivo) lo es. 

Los cuatro ejemplos siguientes muestran que, como en el caso de los 
órdenes discretos, hay órdenes densos (1) sin elemento mínimo ni máximo, 
(2) con elemento mínimo y sin elemento máximo, (3) con elemento máximo y 
sin elemento mínimo y (4) con elementos máximo y mínimo. 


EJEMPLOS 


l. El orden (Q,<%) (o el orden (Q, <%)) de los números racionales es 
denso, ya que si a y b son números racionales tales que a <% b y 
c=(a+b)/2, entonces a <Ve y e<9 b. Este orden no tiene elemen- 
to mínimo ni elemento máximo, ya que, dado un número racional 
cualquiera a, a— 1 es un número racional menor que a y a+1 es un 
número racional mayor que a. 

2, El orden (0',<%) (o el orden (01,<%)) de los números racionales 
no negativos (es decir, mayores o iguales que cero) es denso. Tiene 
elemento mínimo, el número cero, pero no tiene máximo, 

3. El orden (Q”,<Y) (o el orden (Q',<%)) de los números racionales 
no positivos (es decir, menores 0 iguales que cero) es denso. Tiene 
elemento máximo, el número cero, pero no tiene mínimo. 

4. Sea A el conjunto de los números racionales mayores o iguales que O 
y menores 0 Iguales que 1: 


y sea <* el orden natural entre estos números racionales. El orden 
(4,2%) (o el orden (A, <*)) es denso. Tiene elemento minimo, el nú- 
mero cero, y elemento máximo, el número 1. 


' CONSTRUCCIÓN DE ALGUNOS ÓRDENES LINEALES 


El conjunto N de los números naturales tiene su orden natural, <* (0, en 
versión reflexiva, a? el orden que nos sirve para contar: 0,1,2,3,... Pero es 
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posible ordenar N de muy distintas maneras, como $e pone de manifiesto en 
los ejemplos siguientes. 


EJEMPLO 1 
Definamos la relación <, en el conjunto HH así: 
n<ym sii (1) n y mson positivos y n<*m 0 
(2) n es positivo y m=0. 


Esta relación es un orden lineal estricto en el conjunto N que podemos 
describir informalmente así: en primer lugar aparecen todos los enteros posi- 
tivos en su orden natural. Á continuación aparece el número cero: 


l1<2</3</4<15</6<¡7<¡ +" </¡0, 
Algunas propiedades del orden (N, <,) (y de su asociado (N, <|) son: 


l. Tiene elemento minimo, el número 1, y elemento máximo, el núme- 
ro 0, 

2, Todo elemento excepto el máximo tiene sucesor inmediato: sin +0, 
el sucesor inmediato de n en el orden <¡ es n+1. 

3. Todo elemento, a excepción de 1 y 0, tiene predecesor inmediato: si 
nes distinto de O y de 1, el predecesor inmediato de n en el orden <,; 
es n—l, 


Asi, (N, <1) no es discreto, ya que O no es mínimo y carece de predecesor 
inmediato. Claramente, tampoco es denso. 


EJEMPLO 2 
Definamos la relación <z en el conjunto N así: 
n<sm si (1) nes par y m es impar O 
(2) n y m son pares y n<* m o 
(3) n y m son impares y n<* m, 


Esta relación es un orden lineal estricto en el conjunto N que podemos 
describir informalmente así: en primer lugar aparecen los números pares en 
su orden natural. Tras ellos, aparecen los números impares en su orden natural. 

0<12<14<16<18<2""1<13<95<297<99<3+*" 

He aquí algunas propiedades del orden (N, <>): 
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1. Tiene elemento mínimo, el número 0, pero no tiene elemento máximo. 
Todo elemento tiene sucesor inmediato. El sucesor inmediato de n en 
este orden es n+2. 

3, Todo elemento a excepción de los números O y 1 tiene predecesor 
inmediato. Si ni 0 y nf 1, el predecesor inmediato de n en este 
orden es n— 2, 


Así, (ML <2) no es discreto, ya que 1 no es mínimo y carece de predecesor 
inmediato. Claramente, tampoco es denso. 


EJEMPLO 3 


El orden (N, <¿) «tiene la forma» de dos copias sucesivas del orden natu- 
ral. La primera copia se construye con los números pares y la segunda con los 
impares. No es difícil definir un orden en N que «tenga la formas» de tres copias 
consecutivas del orden natural. Basta dividir N en tres conjuntos infinitos y 
copiar el orden natural en cada uno de estos conjuntos. Podemos hacerlo, por 
ejemplo, así: 

0,3,6,9,12,-+-* 1,4,7,10,13,--- 2,3,8,11,14,-+- 

Vemos que los elementos del primer conjunto son los múltiplos de 3 (es 
decir, los números que dan resto 0 al dividirlos por 3), los del segundo son los 
números que dan resto 1 al dividirlos por 3 y los del tercero son los que dan 
resto 2 al dividirlos por 3. 

Definamos con precisión este orden, al que podemos referirnos como «<q»: 

n<sm sii (1) nda menor resto que m en la división por 3 o 
(2) n y m dan el mismo resto y n <A, 

El orden (MN, <3) tiene las siguientes propiedades: 

1. Tiene elemento mínimo, el número 0, pero no tiene elemento máximo. 

2. Todo elemento tiene sucesor inmediato. El sucesor inmediato de a en 

este orden es +23. 

3. Todo número, a excepción de 0, 1 y 2 tiene predecesor inmediato. Si 

n es distinto de 0, 1 y 2, el predecesor inmediato de n en <y es n—3, 

Asi, (MN, <3) no es discreto ni denso. 

Este ejemplo es fácilmente generalizable. Si queremos definir un orden 
lineal en N que «tenga la forma» de, digamos, 75 copias consecutivas del 
orden natural, dividiremos N en 75 partes según el resto en la división por 75, 
El orden <' así obtenido tendrá la siguiente definición, análoga a la de <3: 


n<'m sii (1) n da menor resto que m en la división por 73 o 


(2) n y m dan el mismo resto y A <A mm. 
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Este orden tampoco es discreto, ya que sí bien todo número tiene suce- 

sor inmediato (el sucesor inmediato de n en (N,<') es n+75), los números 

1,2,3,4,...,73,74 son distintos del elemento mínimo (0) y carecen de prede- 
cesor inmediato. Tampoco es denso. 


EJEMPLO 4 


Podemos definir también órdenes discretos en N distintos del natural. 
Este, por ejemplo (compárese con <a): 


n<jym sii (1) nes par y m es impar O 
(2) n y m son pares y n<" m 0 
(3) n y m son impares y m<" n, 

La relación <4 es un orden lineal estricto en el conjunto N que describimos 
informalmente así: en primer lugar aparecen los números pares en su orden 
natural. Tras ellos, aparecen los números impares en orden inverso al natural. 

OD<i2<ad<s6<4 Bda mm 4947 <43<43<5 1. 

El orden (N, <4) tiene las siguientes propiedades. 


1. Tiene elemento mínimo, el número 0, y elemento máximo, el núme- 
ro 1. 


2. Todo elemento excepto el máximo tiene sucesor inmediato; si n es 
par, su sucesor inmediato es n+2; si a es impar y distinto de 1, su 
sucesór inmediato es n—2. 


3. Todo elemento excepto el mínimo tiene predecesor inmediato: si n es 
par y distinto de O, su predecesor inmediato es n— 2; si n es impar, 
su predecesor inmediato es +2. 

Así, (N, <4) es un orden discreto. 


EJEMPLO D 


Podemos ordenar el conjunto N de los números naturales «en la forma» 
natural de los números enteros: 


n<sm sii (1) nes par y mes impar o 
(2) n y m son pares y m<" n o 


(3) n y m son impares y n<'m. 





€ 2) 
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La relación <s es un orden lineal estricto en el conjunto M que podemos 
describir informalmente así: en primer lugar aparecen los números pares en 
orden inverso al natural. Tras ellos, aparecen los números impares en su orden 
natural. 

ibid 2 <90<91<53<93<91<59 0" 

El orden (N,<5) es discreto. En este orden, el sucesor inmediato de un 
número par n distinto de cero es n— 2, el de O es 1 y el de un número impar n 
es n+2. El predecesor inmediato de un número impar » distinto de l es n—2, 
el de l es 0 y el de un número par 1 es n+2. Claramente, este orden carece 
de elemento mínimo y de elemento máximo. 


EJEMPLO 6 


Si hemos ordenado el conjunto N «en la formas» natural de los números 
enteros, también podemos ordenar Z «en la forma» natural de los núme- 
ros naturales. Lo hacemos con el orden <g: 


0<6l<6—-1<642<6-2<63<6-3 <564<o 46d <p 5" 


Para definir este orden con precisión recordamos que el valor absoluto, 
n|, de un número n es n mismo, si ñ no es negativo, y es —n, si n es negativo. 


Así, 0] =0, 1] =|—1]=1, [2] =| —2] =2, etc. La definición del orden <g en 
el conjunto Z reza así: sine LX ymEL, 


n<om sii (1) la] <* |m| o 
(2) ln] = |m] y n es positivo y m es negativo. 


A partir de esta definición podemos verificar que (2, <6) es un orden lineal 
discreto con elemento mínimo y sin elemento máximo. 


7. Relaciones entre varios objetos 

Las relaciones que hemos considerado hasta ahora se dan entre pares de 
objetos. Pero es conveniente generalizar el concepto de relación de modo que 
sea posible hablar de relaciones que se dan entre más de dos objetos. Relaciones 
de este tipo no son difíciles de hallar. Asi, podemos considerar la relación que 
se da entre tres puntos a, b,c de una línea recta, cuando el primero está situado 
entre el segundo y el tercero. Puesto que se da entre tres objetos, diremos que 
se trata de una relación ternaria, Otro ejemplo de relación ternaria es la que 
se da entre tres números naturales cuando el último es la suma de los dos 
primeros, o la que se da entre tres seres humanos a,b,c cuando a es hijo de 
b y e. Hay también relaciones cueternarias, que de dan entre cuatro objetos, 
como la relación que se da entre los números enteros positivos m,n,k,/ cuando 
m-+«[=n-k, es decir cuando mién =k/1, 0 la que se da entre cuatro puntos 
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de un plano cuando son los vértices de un mismo cuadrado. No hay razón 
para detenernos aquí. Podemos considerar también relaciones que se dan entre 
cualquier número determinado de elementos, Para dar cuenta de estos tipos 
más generales de relación de modo análogo a como hicimos con las relaciones 
binarias, es decir, para tratarlas como conjuntos, necesitamos introducir los 
conceptos de triplo ordenado, de cuádruplo ordenado, ete. : 

Definimos, en primer lugar, 

(a,b, c) => (a, b), 0) 
y decimos que (a,b,c) es el triplo ordenado de a,b y c. Con ayuda del con- 
cepto de triplo ordenado, definimos 
(a,b,c,d) = ((a,b,c),d), 
y decimos que (a,b,c,d) es el cuádruplo ordenado de a,b,c y d. Más ge- 
neralmente, sin es un número natural cualquiera y ya hemos definido el n— 
tuplo ordenado (a;,a7,... a.) de los objetos a1,42,... tt, podemos definir 
el (n+1)-tuplo ordenado de 41,42, ... ¿Gay Oy41 ASÍ: 
(1,2, . .. ¡Any On) > (a pr nl 1)» 

Lo importante de estos conceptos es que cumplen la condición análoga a. 

(3,1), que exigimos al par ordenado: 
si la,b,c) = (a,b! e"), entonces a=a', b=b' y e=c”, 
si (a,b,c,d) =(a!,b',cl,d'), entonces a=d,b=b'",c=cC y d=dl 
y, en general, para n-tuplos, 
si (a1,...,4n) =(a),..-,8,), entonces ay =4), --- Y 44 =4, 

Verificamos que esta condición se cumple para el caso de los triplos orde- 
nados. Supongamos que (a,b,c) = (al, b',c*), es decir, por la definición de triplo 
ordenado, que ((a,b),c) = ((a!,b'), e"). Por la propiedad básica de los pares or- 
denados (3.1), tenemos que. 


(a,b) =(a,b) y =E, 


Por la misma propiedad de los pares ordenados, nuevamente, 
a=d y b=bd y c=c, 
como debíamos mostrar. 
El caso de los cuádruplos ordenados se reduce al de los triplos y, en 
general, el caso de los (14 1)-tuplos se reduce al de los n—tuplos. 
Definimos ahora la generalización a varios factores del producto carte- 
siano, 


AM = AxXA, 
AM = APXA, 
Ai = AA, 
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En general, si ya hemos definido A”, 
Ant <= APxA. 
Asi, para cada número natural n > 2, 


A” = [(a1,da,... ,n) «Ed EA, dh EA, ... 3 0 EA), 


es decir, A” es el conjunto de los n—tuplos ordenados de elementos de A. 


Podemos ya definir con precisión el concepto general de relación. Si A es 


un conjunto cualquiera, una relación binaria en Á es un subconjunto de A?, 
es decir, es un conjunto de pares de elementos de A; una relación ternaria 
en Á es un subconjunto de A*, es decir, es un conjunto de triplos de elementos 
de A. En general, para todo número 1 > 2, una relación n—aria en Á es un 
subconjunto de A”, es decir, es un conjunto de a-tuplos de elementos de A. 


EJEMPLOS 


3. 


pe 


1. El conjunto 
R=J(n.m,k):n-=m= k) 
és una relación ternaria en el conjunto N de los números naturales, 
2. El conjunto | 
$=[(m,n,k, D) :on-l=n-k) 


es una relación cuaternaria en Y, 


Ejercicios 


Complete; 


a) (1,1)=--- 
(b) (0,1) == 
(0) (1,0) =>» 
(d) (0,0) =>». 


Sea [a,b] =((a,1),(b6,2)). Muestre que si [a,b] = [c,d], entonces a == y b=d, 


n £ a,b >= 1[(a),(b,0)). Muestre que si € a,b >=< e, d >, entonces 4 =c 
y b=d. 


Verifique les igualdades siguientes 


la) Ax (BUC)= (Ax BU(A x 0). 
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(b) (AUB)xC=(A x C)U(B x €). 

(e) Ax(BNC)=(4x BIN(AxC). 

(4) (ANB)xC= (Ax EJM(BxC). 

le) Ax(B-C)=(Ax B)-(AxC). 

(1) (4-B)xC=(4xC)- (8x0). 

(2) (ANB)x(COND)=(A x0)N(BxD)=(4xD)n(BxC), 

(hn) (AUB)x(CUD)=(4xC)U(A x D)U(B x C)U(B xD). 

Si E es el universo del discurso que hemos elegido para. cierta aplicación, el 
universo del discurso apropiado para tratar los pares ordenados de elementos de 


U es, naturalmente, U' x UU. Así, si ACU y BCU, el complemento del producto 
cartesiano Ax B lo es con respecto a U x U, es decir: 


AxB=(UxU)-(4 xB). 
(Naturalmente, los complementos de los subconjuntos de U lo son con respecto 
a U, de manera que A=U—A y B=U-—B). Muestre que 
la) AXB=(AxU)U(U xB), 
(b) AxB=(Ax BJU(A x BJU(A xB), 
(c) UxU=(Ax BJU(A x BJU(A x B)U(A x B), 
Halle todas las relaciones en el conjunto (1). 
Defina seis relaciones distintas en el conjunto (1,2. 
¡Cuántas relaciones distintas hay en un conjunto de un elemento? ¿y en un 
conjunto de dos elementos? ¿y en uno de tres elementos? En general, si n es un 


Averigie si las siguientes igualdades se cumplen para cualesquiera relaciones 
RS. 


(a) dom(Rns) =dom(R)adom(S), 

(bj dom(RuS) =dom(R)Udom(S), 

(e)  dom(R—S) == dom(R) — dom(3). 

Sean R=1((,,0,3)) y $= (0,2), (3,2)7- Calcule los productos relacionales 
RIS, RIS, S|R y SR. 


Sea R=1(1,2),(1,3),(3,2)). Calcule los productos relacionales RIR, R|R, RIR y 
RIR. 








vá 
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Sea R=4((1,2), (2,3), (3,4)). Calcule los productos relacionales R|R, R|R, R|R y 
R|R. 
Halle una relación R en el conjunto A = (1,2,3,4,5) tal que R|K sea la relación 
total en A y R[R conste de un solo par. 
Sea R la relación en el conjunto N de los números naturales definida por 
nRm sil nsóm. 

Describa las relaciones RR, R]R, KR y FR. 
Halle una relación R tal que R|R 40 pero R|R|[R =0, 
Halle dos relaciones distintas R y $ tales que R|S =S|R. 
Supongamos que R y $ son relaciones tales que 

RS=(1,9,0,9,(2,3). 
¡Qué relación es 5/R? ¡Por qué? 
Muestre que para cualesquiera relaciones R,S y T, 


RI(SUT) = (RIS)U(RIT). 


Muestre que para cualesquiera relaciones R,S y T, 
RI(ST) E (RIS)O(R|T) 


y dé un ejemplo de que la igualdad puede no cumplirse, es decir, exhiba relaciones 
R,$ y T tales que | 
RI(SO7) £ (RS) N(R|T). 


Discuta las propiedades de las relaciones siguientes, Es decir, determine de cada 
una de ellas si es reflexiva en su campo, irreflexiva, simétrica, etc. 


(a) R=((1,2),(1,3),(2,3), (1, 1)). 
(b) $=1(1,2),(2,),(1,1)). 
(e) T =((1,2),(1,3),(1,4)). 


(d) La relación de identidad en un conjunto no vacío A. 
(e) La relación vacía en un conjunto no vacio A, 

(£) La relación total en un conjunto no vacío A. 

(g) La relación R=((1,m):n€ NymeNynHm). 

(h) La relación R=¿((a,m :1n€NymeNyn<m). 

(i) La relación R=([(n,m) :n€ Nyme Nyn<m). 

(1) La relación R=4(8,0):1€ Nyme Nya=m"). 
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(k) La relación tener el mismo número de letras en el conjunto de las palabras 
castellanas. 


(1) La relación ser padre de en un conjunto dado de seres humanos. 
(m) La relación ser antepasado de en un conjunto dado de seres humanos. 
(nj La relación estar casado con en una sociedad monógama. 


¡Hay relaciones que sean a la vez simétricas y antisimétricas? Si las hay, ¿cómo 
50m ! 


Halle un conjunto A y una relación R en A que sea reflexiva en Á y simétrica, 


pero no transitiva. 


Muestre que si A es un conjunto de menos de tres elementos, entonces toda 
relación en A que sea reflexiva en Á y simétrica es también transitiva. Compare 
este ejercicio con el anterior. 


Halle un conjunto A y una relación R en Á que sea simétrica y transitiva, pero —— 


no reflexiva en A. 


Muestre que si una relación R es simétrica y transitiva y sí A =dom(R), entonces 
R es reflexiva en A. Compare este ejercicio con el anterior. 


Supongamos que KR y $ son relaciones simétricas. ¿Lo serán también RUS, ROS, 
R=Sy RS? Justifique las respuestas. 


Supongamos que R y $ son relaciones asimétricas. ¿Lo serán también RUS, 
ROS, R—=8S y RIST Justifique las respuestas, 


Supongamos que R y $ son relaciones transitivas. ¿Lo serán también RUS, RNS, 
RS y RS? Justifique las respuestas. 


Describa la relación de equivalencia en el conjunto A =(1,2,3,4,5) determinada 
por la partición TT=4(1,3),(2,4),457). 


Consideremos la relación R en el conjunto A de las palabras castellanas definida 
así: pRg sii las palabras p y q tienen alguna letra en común. ¿Es R una relación 
de equivalencia en A? En caso negativo, ¿por qué no? En caso afirmativo, 
¡cuántas clases de equivalencia hay? 


Sea R una relación de equivalencia en el conjunto A = (1,2,3,4,5,6) tal que 
Me = (1,6) Elk = 12,5) y [B]r = (3,4). Complete: [4]n =**-, [5]r =**., [6] = 


"3 ara - E a 


Sea R una relación de equivalencia en el conjunto A =41,2,3,4,5,6,7] tal que 
Me =41,6,7), (24 =12) y [Bla = 13,4). Complete: [4]4 =-**, [5]fr =+*-*, [6lr = 


a PEE ie mn — * 


Supongamos que ÁA es un conjunto de siete elementos y que R y $ son relaciones 
de equivalencia en A tales que R tiene siete clases de equivalencia y $ una. ¿Qué 
relaciones son R y 57 
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Muestre que si R es una relación de equivalencia en un conjunto A, entonces 
RIR=R, 


Sea R una relación de equivalencia en un conjunto A. ¿Es también R una relación 
de equivalencia en A7 ¡Por qué? 


Muestre que si R y 3 son relaciones de equivalencia en un conjunto A, también 
lo es su intersección RNS, 


Sea C una colección no vacía de relaciones de equivalencia en un conjunto A. 
Muestre que f] € es también una relación de equivalencia en A. (Este ejercicio 
es una generalización del anterior.) 


Halle un conjunto A y dos relaciones R y 5 de equivalencia en 4 cuya unión RUS 
no sea una relación de equivalencia en A, Compare este ejercicio con el ejerci- 
cio 36. 


Sea R una relación de equivalencia en un conjunto A. ¿Es también R|R una rela- 
ción de equivalencia en A? 


Defina una relación de equivalencia en el conjunto NM que tenga exactamente 43 
clases de equivalencia. 


Defina una relación de equivalencia en el conjunto N que tenga infinitas clases 
de equivalencia. 


Muestre que una relación R en un conjunto Á es una relación de equivalencia en 
A si y sólo si 


(aj dom(K)=A y 


(b) para cualesquiera 1,y,2 € A, si xRz y yRz, entonces xRy, 


Sea A el conjunto de los seres humanos nacidos entre 1900 y 1999 y sea R la 
relación en Á tal que si a,b€ A, aRb sii el año del nacimiento de a es el mismo 
o es anterior al año del nacimiento de b. ¿Es Run orden parcial reflexivo en A? 
En paño negativo, ¿por qué no? En caso afirmativo, ¿es un orden lineal? ¡por 
qué? 


Sea Á el conjunto de los seres humanos nacidos entre 1900 y 1999 y sea $ la 
relación en A tal que si a,b€ A, asb sii el año del nacimiento de a es anterior al 
año del nacimiento de b, ¿Es £ un orden parcial estricto en A? En caso negativo, 
¿por qué no? En caso afirmativo, ¿es un orden lineal? ¿por qué? 


Sea Á el conjunto 41,2,3,...,1000) de los mil primeros enteros positivos y sea 5 
la relación en A tal que si nm € A, n£m sii la última cifra de n es estrictamente 
menor que la última cifra de m. ¿Es $ un orden parcial estricto en A? En caso 
negativo, ¿por qué no? En caso afirmativo, ¿es un orden lineal? ¿por qué? 
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Sea A el conjunto (1,2,3,...,1000) de los mil primeros enteros positivos y sea 
R' la relación en A tal que si n,m € A, Em sil la última cifra de n es menor o 
igual que la última cifra de m. ¿Es R un orden parcial reflexivo en A? En caso 
negativo, ¿por qué no? En caso afirmativo, ¿es un orden lineal? ¿por qué? 


Describa todos los órdenes lineales estrictos en el conjunto [1,2,3,4). 


Muestre que una relación KR en un conjunto Á es un orden parcial reflexivo en A 
si y sólo si 


(a) RIR=R y 
(b) RNK= Ida, 


Muestre que si KR es un orden parcial reflexivo en un conjunto A, entonces la 
relación $ en A definida por 


asb sí aRbyajb 
es un orden parcial estricto en Á, 


Muestre que si $ es un orden parcial estricto en un conjunto Á, entonces la 
relación R en Á definida por 


aRb si asboa=b 
es un orden parcial reflexivo en A. e 


Si un orden parcial tiene elemento máximo, este elemento máximo es el único 
elemento maximal de A. Muestre, sin embargo, que es posible que un orden 
parcial tenga un único elemento maximal pero no tenga elemento máximo. Con 
mayor precisión, defina un orden parcial con un único elemento maximal y sin 
elemento máximo. 


Considere el orden parcial reflexivo de divisibilidad en el conjunto 2* de los 
números enteros positivos definido por 


nóm sí hay k>1 tal que n-k=.m. 


¿Tiene este orden elemento mínimo? ¡Tiene elemento máximo? ¡Tiene elemen- 
tos minimales? ¡Tiene elementos maximales? En caso afirmativo, diga quiénes 
son. En caso negativo, justifique su respuesta. 


Supongamos que Á y A son conjuntos disjuntos y sean (4,<%) y (B, <*%) órdenes 
lineales estrictos. Consideremos el conjunto E =AUB y definamos la relación 
<* en E así: 


x<éy sii (1)xeA y yeb o 
(1MxcA yeEAya<iy 0 
(MrEeB yeBrva<cly 


Muestre que <É es un orden lineal estricto en E, El orden (E, <*) es la suma 
de los órdenes (4,<%) y (8,<*), Observe que en este orden aparecen primero los 
elementos de A ordenados según <* y a continuación vienen los elementos de B 
ordenados según <*, 
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Sean A y B conjuntos disjuntos. Supongamos que (A,<%) y (8, <B3 son órdenes 
lineales discretos, E =AUB y (E,<%) es la suma de (A,<4) y (B,<*) (véase 
ejercicio 53), ¿En cuáles de los siguientes casós podemos concluir que (E, <*) 
un orden discreto? 

(aj (A, 2 tiene elemento máximo y (B, en tiene elemento mínimo, 

(5) (4,<%) tiene elemento máximo y (B,<*) no tiene elemento mínimo, 

(c)  (4,<*) no tiene elemento máximo y (B, <%) tiene elemento minimo, 

(d)  (4,<%) no tiene elemento máximo y (B,<*) no tiene elemento mínimo. 


En los casos en que (E,<*) no es discreto, diga qué elementos carecen de pre- 
decesor inmediato o de sucesor inmediato. 


Sean Á y B conjuntos disjuntos, Supongamos que (4,<% y (B,<*) son órdenes 
lineales densos, E=AUB y (E, <*) es la suma de (A,<%) y (B, <É ) (véase ejercicio 
53). ¿En cuáles de los siguientes casos podemos concluir que (£,<*% un orden 
denso? 

(a)  (A,<*) tiene elemento máximo y (B, <*) tiene elemento mínimo, 

(b)  (4,<*) tiene elemento máximo y (8,<*) no tiene elemento mínimo, 

(c)  (A,<*) no tiene elemento máximo y (B,<*) tiene elemento mínimo, 

(d)  (4,<*) no tiene elemento máximo y (B,<*) no tiene elemento mínimo. 


En los casos en que (E,<%) no es denso, diga qué elementos poseen predecesor 
inmediato o sucesor inmediato, 


La relación R definida a continuación es un orden lineal estricto en el conjunto 
N de los números naturales: 


nm sii (1) (n<%3 y 3<" m) O 
(D(a<*3, 1 3 ym Bn o 
16 3<m y m<An). 


¡ Tiene este orden orden elemento mínimo? ¡Tiene elemento máximo? ¿Qué ele- 
mentos tienen sucesor inmediato? ¿Qué elementos tienen predecesor inmediato? 
¿Es un orden discreto? ¿Es denso? 


La relación $ definida a continuación es un orden lineal estricto en el conjunto 
N de los números naturales: 
nSm si (0D(3<"nym<Ny) o 
126B*a3<*mya<oB"m 0 
(3) (n<P3, m<*3 y mon). 


¿Viene este orden orden elemento mínimo? ¿Tiene elemento máximo? ¿Qué ele- 
mentos tienen sucesor inmediato? ¡Qué elementos tienen predecesor inmediato? 
¿Es un orden discreto? 





58. Si nes un número natural, sea ¿(1) el número de ceros que aparecen entre las 
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cifras de m, Asi, (0) =1, 2(17) =0, 2(104) = 1, 2(5023040) = 3, ete. Definamos 
la relación <* en N así; 
n<'"m sii 21) <"z(m) o (200) =z(m) y n <A m), 


¿Tiene este orden orden elemento mínimo? ¿Tiene elemento máximo? ¿Qué ele- 
mentos tienen sucesor inmediato? ¿Qué elementos tienen predecesor inmediato? 
¿Es un orden discreto? 


Observe que el orden (N, <*) «tiene la forma» de infinitas copias consecutivas 
del orden natural en M, 


Lá relación < definida a continuación es un orden lineal estricto en el conjunto 
£ de los nombres enteros (positivos, negativos y cero). 
n=m sii (1) (nes positivo y m <* 0) o 
(2) (+: y moon positivos y n<%m) o 
(3) (1n=0 y mes negativo) o 
(4) (1 y moson negativos y n<*Em). 


¿Tiene este orden orden elemento mínimo? ¡Tiene elemento máximo? ¡Qué ele- 
mentos tienen sucesor inmediato? ¡Qué elementos tienen predecesor inmediato? 
Muestre que O no tiene predecesor inmediato ni sucesor inmediato. 


Supongamos que (4,<%) y (B,<*%) son órdenes lineales. Definamos la relación 
< en el producto cartesiano Ax B así: 





(a,b) < led) sii b<?d o (b=d y a<? e). 


Muestre que < es un orden lineal estricto en A x B. / ! 
El orden (A x B,<) es el producto de los órdenes (4,<%) y (B,<8). ! 








CAPÍTULO 4 
FUNCIONES 


1. El concepto de función 


Constantemente nos encontramos con funciones. Nos hallamos ante una 
función cuando asignamos valores a objetos (por ejemplo, cuando asignamos 
a un libro su número de páginas o a una persona el día de su nacimiento), 
cuando eXPresamos la variación de una magnitud en términos de otra (por 
ejemplo, la posición de un móvil en términos del tiempo transcurrido desde su 
partida o el área de un círculo en términos de su radio), cuando determinamos 
personas o cosas en términos de otras (como cuando hablamos de el padre de 
una persona, el alcalde de una ciudad, el autor de un libro o la capital de un 
pais), cuando damos reglas para transformar una cosa en otra (por ejemplo, 
para formar el plural de una palabra o para simplificar una fracción). Todos 

estos casos y otros muchos tienen algo en común. En todos ellos se relacionan 
unas cosas con otras (libros con números, personas con días, posiciones con 
tiempos, números con números, personas con personas, ciudades con personas, 
libros con personas, países con ciudades, palabras con palabras, fracciones con 
fracciones), pero la relación en cuestión tiene la peculiaridad de que ningún 
objeto se relaciona. con más de un.objeto a la vez; el número de DAA 
libro es “único, como lo es el área de un ni de radio dado, el plural de una 
palabra dada, etc. Una relación de esta clase es una función. Explicitamente, 
una función es una relación R tal que para cualesquiera objetos a,b,c, 


sifa,bEeR y (a,c) ER, entonces b=c; 
en Otras palabras, uma relación R es una función si y sólo si para todo a € 
dom(R) hay un único objeto b tal que (a,b) eR. 
EJEMPLOS 


1. La relación ((n,m): n,m son enteros positivos y m=n+1) es una 
función. 

2. La relación ¿(x,(1):x € A), donde A es un conjunto dado, es una 
Función. 





| 
| 
| 
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(3. SAXO, la relación ((x1,):x CA, yCAyx C y) no es una función, 
ya que DCOYyÚCA. 

4. La relación [(n,m):1n,m son números enteros y m= mn 2) es una fun- 
ción. 


La relación ((1,m):n,m son números enteros y n?=m) es una función. 


6. La relación ((1,m):n,m son números enteros y n= m?) no es una 
función, ya que 25 = 5 y 25= (5), pero 5% —5. 


solemos referirnos a funciones mediante las letras «fo, «go, «ho, «Fo, 
«Guo y «Hu, osiblemente con subíndices. Es decir, usamos estas letras OO 
variables de iria 

Si fes una función y a € dom(f), f(a) es el único objeto b tal que (a,b) € f. 
Asi, para todo elemento a del dominio de f, 


Ffla)=b si (a,bhef, 


Decimos qu Ha) es el valor de f en el argumento a, o el valor que 
f asigna al argumento «. En este contexto, Ca reumentón es sinónimo de 
«elemento del dominio». 

Asi, si F es la función del ejemplo 1, todo entero positivo pertenece a su 
dominio y F asigna a cada entero positivo a su sucesor inmediato +1, de 
manera que F(1)=2, F(2)=3 y, en general, F(n) =n+1.81 f es la función 
del ejemplo 4, el dominio de f es el conjunto de los números pares, ya que son 
los únicos números enteros cuya mitad es también un número entero; f asigna 
a cada número par su mitad, de modo que f(2) =1, f(4) =2 y, en general, 
FfQn) = 1. (Pero no tiene sentido preguntarse por f (5), ya. que una función 
sólo asigna valores a los elementos de su dominio y 5 £ dom(f).) 

Obsérvese que un objeto b es un valor de una función f si y sólo si 
hay algún objeto a € dom(f) tal que f(a) = b, es decir, tal que (a,b) € f. En 
otras palabras, ser un valor de una función no es más que pertenecer a su 
recorrido, por lo que el conjunto de los valores de una función es su recorrido. 


En símbolos, | | 
rec(f)= 41 (0) :x € dom(f)). 


Toda función es una relación y, por tanto, un conjunto (de pares orde- 
nados). Por consiguiente, las funciones son extensionales, es decir, cumplen el 
principio de extensionalidad: f y £ son iguales (son la misma función) si tie- 
nen los mismos elementos, o sea, si a ellas pertenecen los mismos pares. Ahora 
bien, para todo par (a,b), 


(a,b) € f sii ace dom(f) y fía) = 





y 
(a,b) € e sii a € dom(g) y g(a) = 


de modo que 


f=8 sii dom(f) = dom(g) y para todo a € dom(f), fla) = g(a); 
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en otras palabras, las funciones f y £ son iguales si y sólo si tienen el mismo 
dominio y asignan los mismos valores a cada argumento. | 

Una manera clara y natural de definir una función consiste en especificar 
cuál es su dominio e indicar qué valor asigna la función a cada elemento del 
dominio. Por ejemplo: 


1. f esla función cuyo dominio es el conjunto A de las palabras caste- 
llanas y tal que para cada p € A, f(p) es la primera letra de p. Ási, f 
asigna a cada palabra su primera letra, 

2.  £.€s la función cuyo dominio es el conjunto Z de los números enteros 
y tal que para cada n€ £, g(n)=n". Así, g asigna a cada número 
entero su cuadrado. 

4. hes la función en el conjunto N de los números naturales tal que para 
cada n € M, h(n) es el número de cifras de n. 


Decimos que f es una función de A en B, en símbolos, 


si dom(f) =A4 y rec(f) € B; en otras palabras, una función de A en B es una 
función con dominio Á todos cuyos valores pertenecen a B. Así, 


l. la función f que asigna a cada palabra castellana su primera letra es 
una función del conjunto A de las palabras castellanas en el conjunto 
£ de las letras del alfabeto, o sea, F:A —+ L. 

2. la función g que asigna a cada número entero su cuadrado es una 
función del conjunto Z de los números enteros en el conjunto MN de los 
números naturales, o sea, : Z—>+M 

3. la función A que asigna a cada número natural su número de cifras es 
una función de N en N, o sea, A: N —> H. 


Naturalmente, si los valores de una función pertenecen a un conjunto B 
pertenecen también a cualquier conjunto que incluya a B: por tanto, 


sI F:¡A—B y BCEC, entonces f:A —+C. 
Si el recorrido de una función es igual a B, decimos que la función es sobre 
B. Así, f es una función de A sobre B si y sólo si dom(P) =4 y rec(f) =B. 
De modo equivalente, f es una función de A sobre B si y sólo si 
1. dom(fi=A y 
2. para todo b€ B hay algún a € A tal que fía) =b. 


Claramente, toda función es una función de su dominio sobre su recorrido. 
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EJEMPLOS 


1... La función que a cada número entero le asigna su cuadrado es una 
función de Z en N, ya que el cuadrado de un número entero es un 
número natural, pero no es una función de Z sobre N, ya que no todo 
número natural es el cuadrado de un número entero. Esta función es 
sobre el conjunto de los números cuadrados, es decir, de los números 
0,1,4,9,16,25,... 

2. La función que asigna a cada elemento x de un conjunto A su conjunto 
unitario (x) es una función de A en P(A), ya que todo subconjunto 
unitario de A es un elemento de P(A), pero no es sobre P(A), ya 
que no todo subconjunto de Á es unitario, Esta función es sobre el 
conjunto de los subconjuntos unitarios de A. 

3. La función que asigna a cada número entero n su opuesto —A es una 
función de Len Z, ya que el opuesto de un número entero es un 
número entero. Es también sobre Z, ya que todo número entero es el 
opuesto de un número entero. 


Una función f es inyectiva sii para cualesquiera x, y € dom(f), 


si f(x) = f(y), entonces x =y, 
O, lo que es equivalente, 


si x 2 y, entonces f(x) % f(p): 


en otras palabras, una función es inyectiva si y sólo si asigna valores distintos 
á argumentos distintos. 


EJEMPLOS 


1. La función f que asigna a cada palabra castellana su primera letra 
no es inyectiva, ya que hay palabras distintas que empiezan por la 
misma letra, 

2. La función £ que asigna a cada número entero su cuadrado no es 
inyectiva, ya que, por ejemplo, g(4) = 16 y g(-4)=16, pero. % 4, 

3. La función A que asigna a cada número entero n su opuesto —n es 
inyectiva, ya que números distintos tienen opuestos distintos: sin Em, 
entonces —n $ —m, es decir, h(n) 2 h(m). 

4. La función F que asigna a cada elemento x de un conjunto Á su 
conjunto unitario (x) es inyectiva, ya que objetos distintos dan lugar a 
unitarios distintos: si xzÉ y, entonces (1) % [y), es decir, F(x) + F(y). 

Puesto que toda función es una relación y toda relación tiene su rela- 


ción inversa, siempre podemos considerar la relación inversa f de una función 
cualquiera f. Naturalmente, 


(b,a) € f sii f(a)=b. 














| 
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Si bien f es siempre una relación, es posible que no sea una función. 
Así, si f es la función que a cada palabra castellana le asiena su número de 
letras, f no es una función, ya que un mismo número está relacionado por. f 
con distintas palabras: (3, voz) € f, (3,mar) € f, pero voz + mar. Del mismo 
modo, la relación inversa de la función e que asigna a cada número entero su 
cuadrado no es una función, ya que, por ejemplo, (16,4) € £ y (16,—4) € £, 
pero z F —dl, La razón de que f y g no sean funciones hay que buscarla en la 
falta de inyectividad de f y de £, de acuerdo con la proposición siguiente. 


PROPOSICIÓN 4.1. Una función f' es inyectiva sii f es también una función, 


DEMOSTRACIÓN. Sea f una función. Por definición de F tenemos que 
f es una función sii para todo x,y,b: si (b,x) € F y ibyef, =P, 
sii paratodo x,y,b: si (x,b)€ f y (ybe f, x=y, 
sii para todo x,y,b: si flx)=b y f0) =b, x=y, 


sii para todo x,y: si f(x) = (y), x1=>y, 
sli f es inyectiva, O 


Si f es una función inyectiva, definimos f7! como f, o sea, 


p=f 


y decimos que f”* es la función inversa de f. 
No olvidemos que sólo podemos hablar de £7! cuando f es una función 
inyectiva. 51 f no es inyectiva, la notación «fl» carece de sentido. 


EJEMPLOS 


l. La función G de N en N que asigna a cada número natural n su sucesor 
inmediato +1 es inyectiva. Así, G posee función inversa. El dominio 
de G”' es el conjunto N* de los números enteros positivos. Si ne NF, 
es decir, si 1 > 0, entonces Gm) =n- 1. G7! es una función de N+ 
sobre Ni, 

2. La función f que asigna a cada número entero 1 su número opuesto 
—n €s inyectiva, de modo que tiene función inversa, f7!, El dominio de 
f es Z, pues todo número entero es el opuesto de un número entero. 
Si n € Z, n es el opuesto de —n, es decir, f(—1)=m. Así, (—n,n) € f, 
por lo que (n,—n) € f?, es decir, f'(n) =—n. Vemos, pues, que 
para todo número entero », f* (1), es el opuesto de n, de modo que 
Fn)= fín). Esto significa que 7! y f son la misma función. 
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3, La función F' que asigna a cada elemento x de un conjunto A el con- 
junto unitario (x) es inyectiva. Si B es el conjunto de los subconjuntos 
unitarios de A, F7! es una función de Y sobre A. Para cada (x) € B, 


F=((x)) =x 


a? 


PROPOSICIÓN 4.2. Para toda función inyectiva f, 
(1) 7! es una función inyectiva, 
(2) dom(f!)=rec(f) y rec(f!) =dom(f), 
(3) para cualesquiera objetos a y b, fla) =b si fl (b]=a. 


La justificación de esta proposición es simple y se deja como ejercicio para 
el lector. 


COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 


Supongamos que f:A—>B y g:B—=3C. La composición de las fun- 
ciones g£ y f, en símbolos, go f, es la función de A en C tal que para todo 


acA, 
(go f)(a) = g(F(a)). 

Ási, para obtener el valor de la función go f en el argumento a aplicamos 
en primer lugar la función f a a, obteniendo fla), y a continuación aplicamos 
la función g a f(a), lo cual es posible, ya que f(a) pertenece a B, que es el 
dominio de g. De este modo obtenemos £((a)), que es precisamente (go (a). 


F g 


o ——— $ —_ e 


Fa) — g(f(a)) 


dl 








EJEMPLO 


Si N es el conjunto de los números naturales y f y g son las funciones de 
NH en Y tales que para todo n € H: 


fn)=3n y — g(m=", 


entonces para cada a € N, e 


((5)2) = Y5m?, | 7 
( 


(go f)(n) 
(fog)J(n) 
(fo) 
(g08)(n) 


gl(f(n)) 
Fem), 
Fm) 
glz(n)) 


g(5n) 
Fé) Sn”, 
F5n) 5(5n) 25n, 


g(1) = (MP = 05%. 
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SiF:A—>B y g:B3C, la función go f es la relación 
¡80f=4(a,c):a € y e=8(£(a))), 
de modo que 
(a,c) E (gof) sii glf(a))=c, 

sii hay algún x tal que fía) =x y glx)=e, 
sii hay algún x tal que (a,1) € f y (1,0) € , 
sii (a,c)€ (fle). 

Por consiguiente, 

gu F a Fla, 


es decir, la composición de las funciones e y f es el producto relacional de las 
relaciones f yg. 


IMAGEN DE UN CONJUNTO POR UNA FUNCIÓN 


= Si f es una función con dominio A y X CA, la imagen de X por f, en 
simbolos, f[X], es el conjunto de los valores que f asigna a los elementos de 


X. Ási, 
JM] =1f(00):xE XD 
Por consiguiente, 
yEfÍX] sii hayxeX tal que f(x) = y. 
Naturalmente, | 
FfO=0 y  fÍA] =rec(f). 


PROPOSICIÓN 4.3. Si f es una función con dominio A y X, Y son baña. 
suntos de A, entonces : 

(1) siX CY, entonces $[X] € F[Y], 

2) FXUY]=F[X]U AN), 

6) AXnNY]< fX]n AY], 

(4) FIX] FF] E FIX —Y]. 


DEMOSTRACIÓN, — (1) es claro. Pasemos a (2). Dado que X C XUY y que Y € 
XUYF, de (1) se sigue que f[X] € F[XUY] y que F[F] € F[XUY]; pero entonces, 
| h UY] E FX UY]. Justifiquemos la inclusión inversa. Supongamos que b € 
FIXUY]. Así, hay a € XUY tal que f(a) =b. Ahora bien, a€ X o a€ Y. En el 
primer caso, b€ f(X] y en el segundo b € f(Y]; en cualquier caso, be f[X]U f[F]. 





| | 
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Por ser b un elemento arbitrario de f[X UY], concluimos que FIXuUY]< fxu 


14) 
Justifiquemos (3). Puesto que XNY EX y XNY CY, (1) nos permite 
rca que fIXNY] € FIX] y que f[XNY]< f[Y]. Por tanto, FX NY] < £]n 
Ocupémonos finalmente de (4). Supongamos que b € f[X] — f[Y]. Así, be 
FIX] y bg f[Y]. Dado que be f[X], hay un elemento de X, digamos a, tal que 
f(a) = b. Dado que b£ F[Y], b no es un valor de f en ningún elemento de 
Y. Asi, ag Y (pues bes el valor de f en el argumento a). Por consiguiente, 
ae X—Y, de donde b= fla) € FÍX — Y]. Por ser b un elemento arbitrario de 
FA] — F[F], concluimos que f(X] — F[Y] € F[X —Y]. y O 


Ubsérvese que la inclusión inversa de (3), fÍX]n F[Y] € FIX NY], no es 
válida en general, como se muestra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 


Sea f la función constante cero con dominio (0,1). Así, 
F(0) = (1) =0. 
Si X=40) y Y =[1), entonces 
¡XNY]=f0)=0, pero FX]N Y] = (0). 


La función de este ejemplo no es inyectiva. La siguiente proposición nos 
dice que esto no es accidental. 


PROPOSICIÓN 4.4, Supongamos que f es una función con dominio A. f es 


inyectiva si y sólo si para cualesquiera X,Y CA, F[XnY] =f[X]n f[Y]. 


DEMOSTRACIÓN, Supongamos en primer lugar que f es inyectiva y sean 
X,Y CA. Por (3), basta mostrar que f[X]n f[Y] € f[X MY]. Sea, pues, b€ 
FXAJON FF]. Por la definición de imagen de un conjunto, hay a€ X y al € Y 
tales que fla) =b y fla!) =b. Por ser f inyectiva, a=d', Así, ae XnY, de 
donde b€ F[X NY]. Puesto que b es un elemento arbitrario de f[X]n f[Y], 
podemos concluir que f[X] nm f[Y] € FIX NY]. 

Supongamos ahora que f no es inyectiva. Debernos mostrar que hay X, Y € 
A tales que FX]N F[Y] € FXANY]. Puesto que f no es inyectiva, hay a,al E A 
tales que a 4a' pero fla) = f(a'). Sean X =1a) y Y =4a'). Puesto que XNY = 
0, FXANY] =0; pero FIX] N F[Y] = (f(a)) 40. O 


La inclusión inversa de (4), f[X—Y] € f[X] — f[Y], también puede no 
cumplirse, como se pone de manifiesto con la misma función y los mismos 
conjuntos del ejemplo anterior. La razón es también la falta de inyectividad de 
la función. 





A 











58 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


+ PROPOSICIÓN 4.5. Supongamos que f es una función con dominio A. f es 
inyectiva si y sólo si para cualesquiera X,Y CA, F[X—Y] = f[X]— f[F]. 


Dejamos la justificación de esta proposición como ejercicio. 


ÁNTIIMAGEN DE UN CONJUNTO POR UNA FUNCIÓN - 


Si f es una función de un conjunto Á en un conjunto B y Y CB, la 
antiimagen de Y por f, en símbolos, f7*[Y], es el subconjunto de A definido 


por 
FUN =dxEA:f(0) EY). 
Asi, sixeaA, 
re PY] sii f(0) e Y 
Naturalmente 
f0=0 y PB =A 
No debemos confundir el uso de «f7*» en la designación de antiimágenes 
con su uso como nombre de la función inversa de f. Como sabemos, sólo las 


funciones inyectivas tienen función inversa, mientras que siempre podemos 
considerar la antiimagen de un conjunto por cualquier función, inyectiva o no. 


PROPOSICIÓN 4,6. Sif:A—+B yY, Z son subconjuntos de B, entonces 
(1) sY CZ, entonces PY] < $ [Z], o 
(2 FP UYUZ=fFr]uf1Z, 
SS FS UnZ]="Y]nf[2), 
M PEL-2= 00-412) 


DEMOSTRACIÓN. — (1) es claro. Con respecto a (2), debemos mostrar que para 
todo xE A, 

ae ruz si fer ofaeoz. 
Pero ésto es inmediato por la definición de la unión. Con la misma facilidad 
se justifican (3) y (4). O 


PROPOSICIÓN 4.7. Si f es una función de A en B, entonces 
(1) AXEA, XESAXIL 
(2) si YCEB, ff [Fr] CY. 
(3) f es inyectiva síi para todo X CA, X= [f[X]], 
(4) f es sobre B si y sólo si para todo Y CB, Y =f|f! [Y]. 


Dejamos la justificación de esta proposición como ejercicio. 
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2. Biyectabilidad 


SIA y B son conjuntos cualesquiera, una biyección entre A y B es una 
función inyectiva de Á sobre B, 


EJEMPLOS 


1. La función que asigna a cada elemento x de un conjunto A el con- 
junto unitario Lx) es una biyeción entre A y el conjunto de todos los 
subconjuntos unitarios de A. 

2. La función que asigna a cada número entero n su opuesto —n es una 
biyección entre £ y £. 

3. La función A que a cada subconjunto de un universo del discurso U 
le asigna su complemento con respecto a U, 


es una biyección entre P(U) y P(U), 
4. Para todo conjunto A, la relación de identidad 


Ida = Ly) :AyE A, x= y) 


_— 


es una biyección entre Á y A. 


PROPOSICIÓN 4.8. Para cualesquiera conjuntos A,BC, 


(1) 1d, es una biyección entre A y A, 

(2) si f es una biyección entre A y B, f7! es una biyección entre B y A, 
cm 43) si f es una biyección entre A y B y g es una biyección entre B y C, 
e entonces go f es una biyección entre A y C, 


DEMOSTRACIÓN. — (1) es claro, Pasemos, pues, a (2). Sea f una biyección entre 
A y B. Por ser f inyectiva, f 71 es una función de la que ya sabemos que 
inyectiva. El dominio de f7! es el recorrido de f y el recorrido de f7! es el 
dominio de f. Así, por ser f una función de A sobre B, f7! es una función de 
B sobre Á, o sea, una biyección entre B y A. 
Ocupémonos finalmente de (3). + Supongamos que f es una biyección entre 

A y B y que g es una biyección entre B y C. Sabemos que gof : A — €. 
Debemos verificar que go f es inyectiva y sobre €. 

Para len A que gof es inyectiva, sean Xx,y € Á y supongamos que 
(go f(x) = (80 f)(y). Esto significa que g(£(x)) = g(£(y)). Puesto que g es 
inyectiva, tenemos que f(x) = f(y). Pero también f es inyectiva. Así x= y. Por 
ser x, y elementos cualesquiera de A, concluimos que go f es inyectiva. 
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Para verificar que go f es sobre € debemos ver que todo elemento de € 
es un valor de gof. Sea, pues, c un elemento de €. Por ser £ sobre C, hay 
be B tal que g(b) =e. Por ser f sobre B, hay a € A tal que fía) =b., Asi 
(go Pla) = g(f(a)) = e(b) = e. Puesto que e es un elemento arbitrario de €, 
concluimos que go f es sobre C. a 


"PROPOSICIÓN 4.9. Si f es una biyección entre los conjuntos A y B, entonces 


(1) fo f-=1a, 
2) fof!=1. 


DEMOSTRACIÓN. Sea f es una biyección entre A y B. Asi, $7! es una biyec- 
ción entre B y A y para todo a € A y todo be B, 


(4.1) faj=b sii 7 (b)=a, 


Dado que f:A —> B y que f7!: B—>3A, podemos componer 7! con f y 
también f con f7?, de modo que 


SOSA —=A y (fof”):BB. 


Por (4.1), para cada a € A, (of) (a) = ff la)) =a4 y, para cada be B, 
(Fof1(b) = (17 (b)) =b. Así, F of =Id, y fof"'=1dp. O 


Mostramos ahora que las dos igualdades de la proposición anterior carac- 
terizan f7!, 


PROPOSICIÓN 4.10. SAB, :B=4 y 


(1) gof=1lda, 
(2) Fog =Idp, 


entonces f es una biyección entre A yByg=f”". 


DEMOSTRACIÓN. UA Lon que a y e” son elementos de A. Si f(a) == f(a'), 
entonces g(Sla)) g( fla"). Pero, por (1), g(f(a)) =a y g(f(a)) =4', de modo 
que a = a, Esto significa que f es inyectiva, 

Veamos ahora que f es sobre B. 51 b € B, entonces, por (2), flg(b)) =b. 
Así, hay a€ A (a saber, g(b)) tal que f(a) = b. Puesto que b es un elemento 
cualquiera de B, concluimos que f es sobre B. Por tanto, f es una biyección 
entre 4 y B. 
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Nos queda por verificar que € = |, Dado que tanto g como f! tienen 
el mismo dominio, B, para mostrar que g = f7*, debemos ver que para todo 
be B, g(b)= F *(b), es decir, que para todo be B y todo aca, 


E e(b)=a si fa)= 
Ahora bien, por (2), f(a) =bsi f(a) = fle(b)), de modo que, por inyectividad 
de f, fla) =5b sii a= g(b). O 


Decimos que dos conjuntos A y B son biyectables, en simbolos, A = B, 
si hay una biyección entre A y B, | 
El siguiente corolario se obtiene inmediatamente de la proposición 4,8. 


COROLARIO 4.11. Para cualesquiera conjuntos A,B,C, Y] 


(2) s: AB, entonces B-4A, 
(3) snA-=»ByB-=C, entonces AC, 


La relación de biyectabilidad entre conjuntos es de suma importancia 
para dar cuenta del concepto de cardinalidad o de número de elementos de un 
conjunto. Si sabemos que dos conjuntos Á y B son biyectables y que A tiene 30 
elementos, podemos concluir que B tiene también 30 elementos. Además, para 
explicar qué significa que un conjunto tenga 30 elementos apelamos también 
a la relación de biyectabilidad: que A tenga 30 elementos quiere decir que 
es posible contar A, que es posible enumerar los elementos de A con los 30 
primeros números naturales; en otras palabras, que es posible establecer una 
biyección entre Á y el conjunto de los 30 primeros números naturales. Para 
discutir este concepto y otros relacionados, como los de finitud e infinitud, 
debemos ocuparnos antes con cierto detenimiento de los números naturales, 
Lo haremos en el capítulo siguiente, 


3. Isomorfismo 


Supongamos que R y $5 son relaciones en los conjuntos Á y B, respectiva- 
mente. Un isomorfismo entre el par (A,R) y el par (B,5) es una biyección Á 
entre A y B tal que para cualesquiera elementos x, y de A, 

xRy sii ha) Sh(y). 
Si hay un isomorfismo entre (A, R) y (B,5), decimos que los pares (A,R) y (B,8) 
son isomorfos y escribimos 


(AR) (B,8). 


De modo informal, si h es un isomorfismo entre (A,R) y (B,5), h establece 
una correspondencia entre los elementos de A y los de B de modo tal que los 
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elementos de A se relacionan por R del mismo modo que sus correspondientes 
en B se relacionan por $, Así, si (4,R) y (8,5) son isomorfos, R «se comporta» 
en A exactamente como 4 «se comporta» en 5, 


EJEMPLOS 


1. Sean A=(1,2,3,4), B=(5,6,7,8), R=((1,3),(2,4),(4,1)) y 5 = 
1(5,7),(6,8),(8,5)]. La función h de Á en B definida por h(n) =n+4 
es un isomorfismo entre (A,R) y (8,8). 

2. Sean A=(1,2,3,4,5,6) y B=([a,b,c,d,e,f+. Si <* y <* son los 
órdenes parciales estrictos en Á y B, respectivamente, representados 
por los diagramas siguientes, 





entonces (A,<4) y (B,<*) son isomorfos. La función h de A en B tal 
que h(1) =a, h(2) =b, h(3) =c, h(4) =d, h(5) =e y h(6) = f es un 
isomorfismo entre (4,<%) y (B,<*). 

3. SeanaA, B, <* y <* como en el ejemplo anterior. La función g de A 
en 8 tal que g(1)=b, g(2) =a, 2(3) =c, g(4) =d, g(5) =f y g(6)=e 
es otro isomorfismo entre (4, <%) y (B,<*). Además, la función f de 
A en Á definida por f(1)=2, f(2)=1, F(3)=3, f(4) =4, F(5)=8 y 
F(6) =5 es un isomorfismo entre (4,<%) y (A, <%). 

4, La función 4: 2 —> £ definida por A(n) =n+1 es un isomorfismo 
entre (2,<%) y (2,<%), pues h es una biyección entre Z y Z y para 
cualesquiera n,m € E, n <é m si y sólo si n+1<*m+1. 


PROPOSICIÓN 4.12. Supongamos que R y $ son relaciones en A y en B, 
respectivamente, y sea h un isomorfismo entre (A,R) y (B,5). 

(1) Res reflexiva en A sii S es refleriva en B, 

(2) R es irreflexiva sii 5 es irrefleriva, 

(3) Res simétrica sii $ es simétrica, 

(4) Res asimétrica sii $ es asimétrica, 

(3) Res antisimétrica sii $ es antisimétrica, 

(6) Res transitiva sii $ es transitiva. 
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DEMOSTRACIÓN. —Justíficamos únicamente (1) y (6), dejando los casos res- 
tantes como ejercicio para el lector. 

(1) Supongamos que R es reflexiva en Á y veamos que $ es reflexiva en 
B. Sea b€ B. Puesto que h es sobre B, sea a € A tal que h(a) = hb. Por ser R 
reflexiva en A, aRa. Así, por ser h un isomorfismo, A(a)5h(a), es decir, bSb, 
como debíamos mostrar. Justifiquemos el condicional inverso. Supongamos que 
$ es reflexiva en B y concluyamos que K es reflexiva en Á. Sea a € A. Por ser $ 
reflexiva en B, h(a) 5 h(a). Así, por ser h un isomorfismo, aRa, de modo que R 
es reflexiva en Á. 

(6) Supongamos que R es transitiva y verifiquemos que $ también lo es. 
Sean 1,4, € B tales que xSy y y8z. Debemos concluir que 157. Por ser Á so- 
bre B, hay uv, w€ A tales que A(u) =x, h(v) = y y A(w)=2. Así, h(u) Sh(v) 
y hw) 5h(w). Por ser h un isomorfismo, uRv y vKw. Así, por ser K transitiva, 
uRw. Pero entonces, por ser h un isomorfismo, h(u)5A(w), es decir, 182, como 
debíamos mostrar. Justifiquermos el condicional inverso. Supongamos que $ es 
transitiva y concluyamos que K también lo es. Sean 4, v,w € Á tales que uRy y 
vRw. Por ser h un isomorfismo, A(4)$A(v) y A(v)5h(w). Asi, por ser $ transi- 
tiva, h(1)Sh(w). Pero entonces, por ser h un isomorfismo, «Rw, de modo que 
R es transitiva. 1] 


COROLARIO 4.13, Si(A,R)=(B,5), entonces 


(1) Res una relación de equivalencia en Á sii $ es una relación de equi- 
valencia en B, 

(2 Res un orden parcial estricto en Á sii $ es un orden parcial estricto 
en B, 

(3) Ses un orden parcial reflexivo en A sti S es un orden parcial reflexivo 
en B, 

(4) R es un orden lineal (reflerivo o estricto) en A sit $ es un orden 
lineal (reflexivo o estricto) en B. 


DEMOSTRACIÓN. Las tres primeras partes se siguen de la proposición ante- 
rior. Así, en vista de (2) y (3), sólo debemos justificar (4), para lo cual basta 
mostrar que si x, y son elementos de Á, x, y son comparables con respecto a K 


si y sólo si A(x), Ay) los son con respecto a $. Pero esto es inmediato a partir 
OM 


de la definición de isomorfismo. 

La siguiente proposición es análoga a la proposición 4.8, 
Proposición 4.14. SiR, $ yT son relaciones en los conjuntos A, B y €, 
respechiuvamente, entonces 


(1) Ida es un isomorfismo entre (A,Rj y (A,R), 
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(2) sihes un isomorfismo entre (A,R) y (B,5), 7! es un isomorfismo 
entre (B,5) y (A,R), 


(3) sih es un isomorfismo entre (A,R) y (B,5) y g es un isomorfismo 
entre (B,S) y (C,T), goh es un isomorfismo entre (A,R) y (C,T). 


DEMOSTRACIÓN. (1) es claro. Pasemos a (2). Sea h un isomorfismo entre 
(A,R) y (8,5). Así, h es una biyección entre A y B. Por (2) de la proposición 
4.8, hT! es una biyección entre B y A. Nos falta, pues, mostrar que si 4, y 
son elementos cualesquiera de B, uSv sii *(u) RA (w). Sean x = h="(u) y 
y = HH *(v). Así, h(x) =u y h(y) =v. Por ser h un isomorfismo, tenemos que 
xRy sii h(x)5h(y), es decir, A7'(u) Rh (v) sii 4Sv, como debíamos mostrar. 
Ocupémonos de (3). Sea h es un isomorfismo entre (A,R) y (8,5) y sea g 
es un isomorfismo entre (B,5) y (C,T). Por (3) de la proposición 4.8, goh.es 
una biyección entre A y C. Para concluir la prueba nos falta mostrar que para 
cualesquiera x,y € A, «Ry sii g(A(x))7 e(A(v)). Sean, pues, x,y € A. Puesto que 
h es un isomorfismo, tenemos que xR y sii A(x)5A(y). Así, puesto que £ también 
lo es, Af) Sh(y) sii e(h(x)) 7 g(A(y)). Por consiguiente, xR y sii g(A())T g(40)), 
como debíamos mostrar. ” 


El siguiente corolario, análogo al corolario 4.11, se sigue inmediatamente 
de la proposición anterior. 


COROLARIO 4,15. SiR, S y T son relaciones en los conjuntos A, B y C, 
respectivamente, entonces 


1D) (ARE(AR, 
(2) si (A,R) E (B,5), entonces (B,5) E (A,R), 
(3) si (A,R) E (8,8) y (B,5) 2 (C,T), entonces (A,R) 2 (C,T). 


4. Operaciones en un conjunto 


Una función asigna un único valor a cada argumento, es decir, a cada 
elemento de su dominio; cada uno de los valores de la función, suele decirse, 
depende de su argumento. En ciertas situaciones es conveniente disponer de un 
concepto más general de función que nos permita considerar funciones cuyos 
valores dependan de dos o más argumentos. Consideremos por ejemplo la suma 
de números enteros. Al sumar dos números obtenemos un cierto valor, que 
depende de los dos sumandos, por lo que podemos considerar la suma como una 
función de dos argumentos. Lo mismo ocurre con la resta y con el producto; 
son funciones cuyos valores dependen de dos argumentos, el minuendo y el 
sustraendo en el primer caso, el multiplicando y el multiplicador en el segundo. 
De hecho, como el caso de la resta pone de manifiesto, el valor no depende sólo 
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de cuáles son los argumentos, sino también del orden en que son considerados; 
depende del par ordenado de los dos argumentos. 

Asi, podemos ver una función de dos argumentos, 41,42, como una simple 
función de un solo argumento, a saber, el par ordenado (41,42). Con toda 
precisión, una función de dos argumentos, o, como diremos, una función 
binaria de un conjunto A en un conjunto B, es una función cuyo dominio es 
el conjunto A? de todos los pares ordenados de elementos de A y cuyos valores 
pertenecen a B, 

Si f es una función binaria de A en B y a,,az son elementos de Á, escri- 
biremos normalmente 


fas, ar) 


en vez de 
Far, az)). 


Podemos considerar también funciones ternarias, como la función que 
asigna a cada tres números naturales su media aritmética. Naturalmente, una 
función ternaria de un conjunto A en un conjunto B es una función cuyo 
dominio es el conjunto A* de todos los triplos ordenados de elementos de Á 
y cuyos valores pertenecen a B. En general, si n es un entero positivo, una 
función n-aria de A en B es una función cuyo dominio es A”, el conjunto de 
todos los n-tuplos de elementos de A, y cuyos valores pertenecen a B. En este 
contexto, una función de A en B es una función unaria de A en B. 

Sin>2, f es una función n-aria de A en B y a,,47,...,d, son elementos 
de A, escribiremos normalmente 


fla, da,-.. y El) 


en vez de 
Pda, da, +. . En), 

Á menudo nos encontramos con funciones (unarias, binarias, ternarias, 
etc.) en un cierto conjunto cuyos valores pertenecen también al mismo con- 
junto. Así, la suma de dos números naturales es un número natural y la suma 
de dos números enteros es un número entero. En estos casos decimos que la 
función es una operación en el conjunto en cuestión. Con toda precisión: si 
Á es una conjunto cualquiera, una operación unaria en Á es una función 
unaria de Á en A, una operación binaria en A es una función binaria de Á 
en A, una operación ternaria en 4 es una función ternaria de A en A. En 
general, para todo número entero positivo 1, una operación n-aria en Á es 
una función r-aria de Á en A, es decir, es una función de A" en A. 

La suma y el producto de números naturales, esto es, las funciones F y 
G de N* en MN definidas por 


Fln,m=n+m y  G(n,m)=n+m, 


son operaciones binarias en el conjunto N. La resta de números enteros es una 
operación binaria en el conjunto Z. Sin embargo, la resta no es una operación 
en N, ya que aunque a y m sean números naturales n—m no es siempre un 
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número natural; es sólo una función binaria de N en Z. La función que a cada 
número natural » le asigna su sucesor +1 es una operación unaria en HN, 
La función f que asigna a cada triplo de números naturales el producto del 
Ha por la suma de los dos restantes, es decir la función de PR? en N defini- 
da por 


Fín,m, k) =n-(m+k), 


e una operación ternaria en N, Finalmente, la función A de Y en N defini- 
a por 


h(n,m,k, 1) = (n+m) -(k+1) 


es una función cuaternaria en Ni. 


Ó. 


1. 


pe 


Ejercicios 
¿Cuáles de las siguientes relaciones son funciones? ¿Cuál es su dominio? 


(a)  ([(n,m) : n,m son enteros positivos y n-5=m), 
(b) — ((1,m) : n,m son enteros positivos y m-S=n), 
(e) [(n,m) :n,1m son enteros positivos y m<n), 
(d)  L(n,m) :m es un entero positivo y m=3). 
Definamos la función f de MN en N por 
Fm =2n. 
¿Es f inyectiva? ¿es sobre N? ¿es una biyección entre N y M7? 
Definamos la función F de M en N por 
Fínj=n+7. 
¿Es F inyectiva? ¿es sobre N? ¿es una biyección entre N y N? 
Definamos la función A de Z en Z por 
ha) =12n+7. 
¿Es h inyectiva? ¿es sobre Z? ¡¡es una biyección entre E, y 2? 
Definamos la función g de Men NH por 


ca JS n/2 sines par, 
8(m)=4 n  sines impar. 


¿Es y inyectiva? ¿es sobre N? ¿es una biyección entre N y N7 





10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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, 
Definamos la función f d N en NH por 


eq SJ on+l sines par, 
0-1 1%, si 1 es impar. 


¿Es f inyectiva? ¿es sobre N ¡es una biyección entre N y N? 
Definamos la función A de N en N por 


_$n/2 sinespar, 
H(n) = ( 0 sin es impar. 


¡Es H inyectiva? ¿es sobre N? ¿es una biyección entre N y MN? 
Definamos la función A de N en £ por 


fi da L j 
hm) = 7 9 e A _ ae 


Verifique que Á es una biyección entre N y £, 


Cien personas se examinan. Las calificaciones posibles son 0,1,2,..., 10. Sea Á 
el conjunto de estas cien personas, sea B el conjunto de las calificaciones posibles 
y sea f la función que asigna a cada persona la nota que obtiene en el examen. 
Sabemos que exactamente tres personas han suspendido, es decir, han obtenido 
una calificación menor que 5. ¡Es f inyectiva? ¿es sobre B? 


Muestre que la intersección Mg de dos funciones es una función. ¿Es cierto que 
si f:A—=Byg:A —>8B, entonces fMg:4 — B? 


Muestre que la intersección f] F de una colección no vacía de funciones F 
una función. 


(a) Halle dos funciones f y g cuya unión f U g no sea una función. 


(b) Muestre que la unión f U g de dos funciones f y g es una función si y sólo 
si f(x) =eglx) para todo objeto x € dom(f) N dom(g). 


Sea F una colección de funciones tal que para cualesquiera f, g EF, Ff E 80 
g E f. Muestre que la unión L) F es una función. 


Sea R una relación de equivalencia en un conjunto A y definamos la funcion F 


de A en AR por 
F(a) =[alr, 


es decir, F asigna a cada elemento de A su clase de equivalencia. Muestre que 
F es sobre A/R. ¡En qué caso es F inyectiva? 


Sean f y e las funciones de NM en MN definidas por 


fin) =3n43 y gm) =8.', 














98 


16. 


17, 


18. 


19. 
20. 
21: 


22 


2d, 
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(aj) Calcule (fo f)(0),(f0 235), (209/1102), (2 08)(7). 
(bj) Halle las expresiones generales de (fo f)(m),(f0g)(m),(go f) (1), (20 2)(n). 
Sea UY =4(1,2,3,4,5). Definamos la función F de 'P(U) en F(U) por 
F(X)=U-=X 


(así, F asigna a cada subconjunto de U su complemento con respecto a LU). 
Definamos también la función G de P(A) en N por 


G(X) = número de elementos de X. 
Describa las composiciones Fo F y GoF. 


Supongamos que Ff:A—B y g:B—=>C. Así, (g0/):A—>C. Supongamos 
también que f y e son ambas inyectivas. Sea D'= g[f[A]]. Muestre que 


(aj of es inyectiva, 
(b) (gofy!:D=A, 
lc) (go) =flogr, 


Sea f una función con dominio A. Muestre que f es inyectiva si y sólo si para 
cualesquiera X,Y CA, F[X-—Y] =/141]- f[Y]. 


Muestre que si f:A—>B y X CA, entonces X C f*[f[X]L. 
Muestre que si f:A—>B y Y CB, entonces f[f7*[Y]] C Y. 


Sea f:A—3B, Muestre que f es inyectiva si y sólo si para todo X CA, X= 


F rx. 


Sea /:A —B. Muestre que f es sobre B si y sólo si para todo Y CB, Y = 


FLA [Y]. 


Sea Á un conjunto no vacío y sea f una función de B en €. Muestre que f es 
inyectiva si y sólo si para todo par de funciones g y h de A en B, 


sifog= foh, entonces y =h, 


oca Ff:A— B y sea C un conjunto de más de un elemento. Muestre que f es 
sobre B si y sólo si para todo par de funciones g y h de Ben C, 


sigof=hof, entonces y =Á. 


Es obvio que si g es la función de identidad en el conjunto N de los números 
naturales, g es una biyección entre N y N tal que £og=g. Ahora bien, 


(a) ¿hay alguna función g de N en N distinta de la identidad, tal que gog= g? 





26. 


27. 


28, 


29. 


30. 
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(b) ¿hay alguna biyección g entre Ñ y HN distinta de la identidad, tal que 


gog=gl 
(c) ¡hay alguna biyección g entre N y N distinta de la identidad, tal que 
gog= Idy? 


Supongamos que f:A —= B. Sea F la función de P(8) en P(A) que asigna a 
cada subconjunto de B su antiimagen por f, es decir, para todo Y E B, 


F(Y)= Y]. 


Muestre que 


(a) si f es inyectiva, entonces F es sobre P(A), 
(b) si f es sobre B, entonces F es inyectiva, 


(e) si F es inyectiva, entonces f es sobre B, 


(d) si F es sobre P(A), entonces f es inyectiva. 


Sea h un isomorfismo entre los órdenes lineales estrictos (A, <%) y (B,<*). Mues- 
tre que, para todo € Á, 


(a) x es el elemento mínimo del orden (4,<%) si y sólo si h(x) es el elemento 
mínimo del orden (B,<*), 

(b)  x es el elemento máximo del orden (4,<*) si y sólo si h(x) es el elemen- 
to máximo del orden (B,<*). 


Sea h un isomorfismo entre los órdenes lineales estrictos (A,<%) y (B,<*). Mues- 
tre que, para cualesquiera x, y € Á, x es el predecesor inmediato de y en el orden 
(A,<%) si y sólo si h(x) es el predecesor inmediato de A(y) en el orden (B, <>, 
Sean (4,<*) y (8,<*) órdenes lineales estrictos isomorfos. Muestre que 

(a) (4,<*) es discreto si y sólo si (B,<*) lo es, 

(b)  (4,<*) es denso si y sólo si (8, <*) lo es. 


Sean (4,<%) y (B,<*) órdenes lineales estrictos. Una función Á de A en B es 
estrictamente creciente si y sólo si para cualesquiera x, y € Á, 
six<" y, entonces h(x) <* h(y). 


Muestre que h es isomorfismo entre (A, <%) y (B,<*) si y sólo si A es una función 
estrictamente creciente de A sobre B. 











CAPÍTULO 5 
CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS 


1. Los números naturales 


Todos estamos familiarizados con los números naturales, es decir, con 
los números enteros no negativos, 0,1,2,3,... Ahora bien, ¡podemos sistema- 
tizar adecuadamente nuestro conocimiento? Dicho de otro modo, ¿podemos 
seleccionar algunos principios básicos sobre los números naturales que, por así 
decir, compendien todo lo que sabemos sobre ellos? De esto nos ocupamos 
ahora, 

La idea básica de nuestra concepción de los números naturales es que todo 
número natural distinto de cero se obtiene a partir del número cero aplicando 
una O más veces la operación sucesor, la operación que asigna a cada número n 
el número +1. Así, para describir todos los números naturales nos bastan dos 
simbolos: uno, O, para el número cero y otro, S, para la operación sucesor. 
Los dos primeros principios sobre los números naturales son obvios: 


P1 0 es un número natural, 
P2 Sin es un número natural, también lo es Sn. 


Estos dos principios nos permiten obtener o generar todos los números 
naturales. Gracias a P1 obtenemos directamente el número 0, Aplicando P2 
a O obtenemos el número 1 (=5S0). Si ahora aplicamos P2 a 1, obtenemos el 
número 2 (=S1). Una nueva aplicación de P2 nos permite obtener el número 
3, Otra aplicación el número 4, una más el número 5, etc. Esquemáticamente, 

Il =50 
2 = Sl =880 
3 =.82 = $81 = 58580 


+... dodo + $5 E 


Omitimos los paréntesis para mayor claridad, escribiendo, en general, «Sh» en 
vez de «S(n)». Asi, «SSS0» está en lugar de «S(S(S(0)))». 
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Sin embargo, estos dos principios no son suficientes para caracterizar los 
números naturales, y no lo son por una razón muy simple, P1 y P2 nos permi- 
ten concluir que 0, 1, 2, 3, 4, 5, .... son números naturales, pero no que éstos 
son todos los números naturales. Necesitamos un tercer principio que diga que 
todo número natural o bien es 0 o bien se obtiene a partir de 0 aplicando suce- 
sivamente la operación sucesor. Ahora bien, ¡cómo expresaremos «aplicando 
sucesivamente» de una manera aceptable? No podemos dejarlo como está, ya, 
que cuando decimos «sucesivamente» queremos decir «una vez, o dos veces, 0 
tres veces, O ...», de modo que la comprensión de este «sucesivamente» presu- 
pone la comprensión de los números naturales, por lo que no podemos apelar 
a ella para precisar el concepto de número natural, 

Podemos proceder de manera indirecta con ayuda del concepto de con- 
junto. Nos basta observar que todo conjunto que cumpla los principios P1 y 
P2 (es decir, que contenga Ú y que contenga el sucesor de cada uno de sus ele- 
mentos) contendrá todos los números naturales (y, posiblemente, otras cosas 
más). Asi, puesto que el conjunto N de los números naturales cumple estos dos 
principios, es el menor conjunto que los cumple; es decir, si X es un conjunto 
cualquiera que cumple los principios P1 y P2, entonces NC X, Éste es el tercer 
principio que buscábamos. Lo formulamos así: 


P3 (PrincipIO DE INDUCCIÓN) Si X es un conjunto tal que 


(1) 0E6EX y 
(2) para todo número natural n, sine X, entonces SneX, 


entonces todo número natural pertenece a X. 


Nos hacen falta más principios. Como hemos visto, P1, P2 y P3 nos pa- 
rantizan que los números naturales son 0,1,2,3,..,, pero no nos garantizan que 
estos números sean todos distintos. 51 lo único que supiéramos de los números 
naturales fuera P1, P2 y P3, no podríamos concluir que, por ejemplo, 54 0, 
o que 5% 26 (es decir, no podríamos concluir que al ir aplicando la operación 
sucesor obtendríamos siempre nuevos números). Para ello introducimos los dos 
últimos principios. 


P4 0 no es sucesor de ningún número natural (es decir, para todo número 
natural n, 04 8n). 


P5 Números naturales distintos tienen sucesores distintos (es decir, sin m, 
entonces Sn A Sm). 


El principio de inducción es un método eficiente de demostración, De 
acuerdo con P3, si queremos mostrar que todo número natural pertenece a 
cierto conjunto X, basta mostrar que X cumple (1) y (2), es decir, basta 
mostrar que 


(1) DeX y 
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(2) para todo n € NH, si n € A, entonces 5n € X. 


Para establecer (2), consideramos un número natural arbitrario, n, supo- 
nemos que 1 € X y mostramos que Sa € X. En este contexto, nos referimos a 
la suposición de que n € X como la. hipótesis inductiva. Veamos un ejemplo de 
demostración por inducción. 


PROPOSICIÓN 5.1. Para todo número natural n, Sn n. 


DEMOSTRACIÓN. Consideremos el conjunto X = [n € N:Sn + n). Debemos 
mostrar que todo número natural pertenece a X. Ahora bien, S0 3% 0, ya que, 
por P4, O no es sucesor de ningún número natural. Por tanto, 


(1) O0e€6X. 


Sea ahora n € X y supongamos (hipótesis inductiva), que n € X. Así, Sn 
n. Por PS podemos concluir ahora que $5n 2 Sh, Pero esto significa que Sn € X. 
Hemos mostrado, pues, que 


(2) para todo ne N, sine X, entonces Sn € X. 


Así, por el principio de inducción, todo número natural pertenece a X, es 
decir, para todo ne N, Sn a, 0 


Podemos usar también el principio de inducción para mostrar que todo 
número natural posee cierta propiedad. Para ello, basta mostrar que (¡) O posee 
la propiedad en cuestión y (1i) esta propiedad se transmite de cada número a 
su sucesor. Con mayor precisión, 


PROPOSICIÓN 5.2. (REFORMULACIÓN DEL PRINCIPIO DE INDUCCIÓN) Da- 
da una propiedad D, si 


(1) O posee la propiedad D y 
(1) para todo n € N, sin posee la propiedad D, Sn también la posee, 


entonces todo número natural posee la propiedad D. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que D es una propiedad para la que se cum- 
plen (1) y (11) y sea X el conjunto de todos los números naturales que la poseen: 


X= [n EN: D(n)). 


o Puesto que pertenecer a X no es otra cosa que poseer la propiedad 0, (i) 
y (ii) nos dicen que (1) O€ X y (2) para todo n€ N, sine X, entonces Sn € X. 
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Por tanto, por el principio de inducción, todo número natural pertenece a M, 
es decir, todo número natural posee la propiedad db. O 


Con los axiomas que introdujimos en el capítulo 2 no podemos demostrar 
la existencia del conjunto de los números naturales, Para ello debemos añadir 
un nuevo principio, el axioma de infinitud, que dice precisamente que hay un 
conjunto Ñ que cumple los principios P1-P5. Con mayor precisión, el axioma 
de infinitud dice que hay un conjunto N, un objeto 0 € N y una función S : N — 
N tales que 

(aj sine NN, S(m) 40, 

(b) sin,meNÑN y nm, entonces S(n) + 5(m), 

(c) si X E MNes tal que (1) 0€ X y (2) sine X, S(n) € X, entonces X = NM 


2. El orden de los números naturales 


Sea <* o, simplemente, < la relación de orden natural en el conjunto M 
de los números naturales, 


Ucecl<2l<3d<..<n<on+l<... 

Sabemos que 
P6 < es un orden lineal estricto en H, 

Como vimos en el capítulo 3, hay muchos órdenes lineales estrictos en N, 
Queremos hallar unos pocos principios que caractericen el orden natural <. 
Algo que sabemos acerca de < es: 

PY Para cualesquiera k,n€ N, k< Sn sik<n. 

Este principio expresa que 54 es el sucesor inmmediato de n en el orden 
natural. | 

De estos dos principios (juntamente con P1-P5) se sigue todo cuanto 


sabemos sobre el orden natural de los números naturales. Pasamos a obtener 
algunas consecuencias de P1-P7 que hacen referencia al orden <. 


PROPOSICIÓN 5.3. Para todo ne NM, n<Sn. Así, N no tiene elemento 
MÓÁTIMO. 


DEMOSTRACIÓN. Para todo n € N, n< n, de modo que, por P7,n<58n, O 


PROPOSICIÓN 5.4. N tiene elemento ménimo, el número 0. 
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DEMOSTRACIÓN. Mostramos por inducción que para todo n € N, 0< n. De 
acuerdo con la proposición 5.2 (aplicada a la propiedad ser mayor o igual que 
0) sólo debemos mostrar que 


(i) 0<0, 
(11) para todo número natural n, si 0 < n, entonces 0 < Sn, 


Ahora bien, (i) es inmediato, ya que ciertamente O = 0. En cuanto a (11), 
supongamos (hipótesis inductiva) que 0 < n. Por la proposición 5.3, n < Sn, 
Asi, por P6, 0< Sn, que es lo que debíamos mostrar. O 


PROPOSICIÓN 5.5, Para todo n€ N, Sn es el sucesor inmediato de n. 


DDEEMOSTRACIÓN, Por P7, m< Sn. Si Sn no fuera el sucesor inmediato de n, 
habria un número natural k tal que n < k y k< Sn. Puesto que k < Sn, por P7 
concluimos que k < n. Pero esto es absurdo, ya que n < k. Así, Sn es el sucesor 
inmediato de ». L] 


PROPOSICIÓN 9.6. Todo número natural distinto de cero tiene predecesor 
inmediato, 


DEMOSTRACIÓN. SeaX=¿(n€N:n=0 0 n tiene predecesor inmediato]. Es 
obvio que 


(1) OeX, 

Además, por la Proposición 5.5, si n € N, entonces Sn € X, de modo que 
(2) para todo n€ N, sine X, entonces Sn € X. 

Por tanto, por el principio de inducción, todo número natural perte- 


pa a A, es decir, todo número natural distinto de O tiene predecesor inme- 
labo. | O 


PROPOSICIÓN 5.7. Para cualesquiera n,k€ NM, n< k sii Sn< Sk. 


LJEMOSTRACIÓN. — Sean n,k € N. Supongamos en primer lugar que n < k. Por 
ser 51 el sucesor inmediato de n, 5n Ek. Pero k<5k. Asi, Sn < Sk, Supongamos 
ahora, inversamente, que Sn < Sk. Por ser Sk el sucesor inmediato de k, Sn < k. 
Pero 1 < 8h. Por tanto, n < k. O 





———————————————————— 





En 


N 
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51 X es un conjunto de números naturales y n € N, decimos que n es el 
elemento mínimo de X siné X y para todo k€ X, 1 < ki decimos que n es 
el elemento máximo de X sin EX y para todo EX, k<n. Asi, si X es 
el conjunto de los números naturales pares mayores que 5, X tiene elemento 
mínimo, el número 6, pero X no tiene elemento máximo. Si Y es el conjunto 
de los números naturales impares de cuatro cifras, Y tiene elemento mínimo, 
1001, y elemento máximo, 9999, 


PROPOSICIÓN 5.8, Todo subconjunto no vacío de N tiene elemento mínimo. 


DEMOSTRACIÓN. Sea A CN, A30. Supongamos, en busca de una contradic- 
ción, que Á no tiene elemento minimo. Consideremos el conjunto 


X=i(nEN: para todok<n,kg Aj. 


Así, un número natural n pertenece a X si y sólo si nin ni ningún número 
menor que » pertenece a A. Es claro que 0 £ A, ya que A no tiene elemento 
mínimo. Puesto que O es el elemento mínimo de N, sik<0, k=0. Asi, para 
todo k<0, k ZA, es decir, 


(1) 0EX. 


Sea ahora n € N y supongamos inductivamente que n € X. Ási, para todo 
k< nm kgA, de modo que Sa FA (ya que, en caso contrario, Sn sería el 
inexistente elemento mínimo de A). En consecuencia, para todo k< Sn, kZA. 
Esto significa que Sa € A. Hemos mostrado, pues, que 


(2) para todo 1 € M, sin€ X, entonces Sn € X. 


Ási, por el principio de inducción, para todo n € N, 1 € X, es decir, para 
todo n € Y y para todo k<n, kZ A. En particular, para todo n€ N, n ZA, de 
modo que A =0, en contra de la suposición inicial. Esta contradicción muestra 
que la suposición de que Á no tiene elemento mínimo es falsa. O 


La proposición que acabamos de justificar nos ofrece un nuevo método 
para demostrar que todos los números naturales tienen cierta propiedad. Es 
el principio de inducción completa, que formulamos y justificamos a continua- 

p Pp p q y ] 
ción. 


- PROPOSICIÓN 5.9. (PRINCIPIO DE INDUCCIÓN COMPLETA) Si O es una 


propiedad tal que, para todo número natural 1, 
(+) si todo número menor que n tiene la propiedad D, también la tiene n, 
entonces lodo número natural tenen la propiedad D. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos, en busca de una contradicción, que se cumple 
la hipótesis de la proposición pero no su conclusión. Así, el conjunto Á de 
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los números naturales que no tienen la propiedad PD no es vacio y, por la 


proposición 5.8, tiene elemento mínimo. Sea » el elemento mínimo de A. Los 
números naturales menores que n no pertenecen a Á y, por tanto, todos tienen 
la propiedad *P. Pero entonces, por (+), n tiene la propiedad D, es decir, n ZA, 
lo cual es absurdo, ya que an es el elemento mínimo de A. n 


El principio de inducción completa es, como P3 y la proposición 5.2, 
un método expeditivo de demostración. Nos dice que para mostrar que todo 
número natural tiene cierta propiedad basta mostrar que todo número natural 
n tiene la propiedad en cuestión en el supuesto de que todo número natural 
menor que nh la tiene. En el transcurso de una demostración por inducción 
completa, nos referimos a este supuesto como a la hipótesis inductiva. 

Decimos que un conjunto X CN es acotado si hay un número natu- 
ral mayor o igual que todos los elementos de X, Es elaro que todo conjunto 
de números naturales con elemento máximo es acotado, ya que el elemento 
máximo de un conjunto es ciertamente mayor o igual que todos los elemen- 
tos del conjunto. La siguiente proposición nos dice que, inversamente, todo 
conjunto acotado no vacío de números naturales tiene elemento máximo, 


PROPOSICIÓN 5.10. Todo conjunto acotado no vacío de números naturales 
tiene elemento máximo. 


DEMOSTRACIÓN. Sea X un subconjunto acotado no vacio de N. Sea Y el con- 
pea de los números naturales estrictamente mayores que todos los elementos 
ex: 


Y =(REN: para todokeX,k<n), 


Puesto que X es acotado, Y 0. Así, por la proposición 5.8, Y tiene ele- 
mento minimo, digamos ». Puesto que todos los elementos de X son estricta- 
mente menores que todos los elementos de Y y X 40, n 40. Por la proposición 
9.6, 1 tiene predecesor inmediato, digamos k, de manera que n= Sk. Mostra- 
remos que £ es el elemento máximo de X. 

S5imeX, m<mn, es decir, m< Sk. Así, por P7, m< k, de modo que todos los 
elementos de X son menores o iguales que £. Para concluir que k es el elemento 
máximo de X, nos basta ver que k € X, Ahora bien, si k € X, entonces todos 
los elementos de X serían estrictamente menores que k, de manera que k € Y. 
Pero esto es imposible, ya que Sk es el elemento mínimo de Y y k< Sk. Por 
tanto, k es el elemento máximo de X, O 


3. Conjuntos finitos 
Un conjunto finito es aquel cuyos elementos pueden ser contados. ¿Qué 


es contar? Cuando contamos los elementos de un conjunto asignamos suce- 
sivamente números naturales a sus elementos, de modo que a cada elemento 
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del conjunto se le asigna un número natural y sólo uno, Normalmente empe- 
zamos a contar por el número 1. Si lo hacernos así y al contar asignamos a los 
elementos del conjunto X los números 1,2,3,4 y 5, decimos que el conjunto 
tiene cinco elementos, ya que 5 es el último número usado. Aqui no lo haremos 
exactamente así, sino que empezaremos a contar por el número O. Contaremos 
los elementos del conjunto X = la,b,c,d,e) con los números 0,1,2,3 y 4. Y 
diremos que A tiene 3 elementos porque 3 es el menor número no usado para 
contar los elementos de X. 

Con el fin de describir con precisión el concepto de contar, consideramos, 
para cada número natural n, el conjunto 


l,h=(kEN:k<n), 


que es el segmento inicial de números naturales determinado por a, Así, 
I, es el conjunto de los números naturales estrictamente menores que n, de 
manera que, por ejemplo, l; =+0,1,2,3,4), I, =(0) e l, =0, 

Lo que hacemos al contar los elementos de un conjunto es establecer una 
biyección entre un segmento inicial de números naturales y el conjunto en 
cuestión. Si X =4a,b,c,d,e) y contamos los elementos de X en el orden en que 
los hemos representado, obtenemos la siguiente biyección entre l; y A: 


[(0,a), (1,5), (2,c),(3,d), (4, €) ). 
Si contamos en el orden opuesto, la biyección que establecemos es 


((0, e), ( l 1 dl) 1 (2, cl, (3,5) 1 (4,0) p 
Otro orden en el proceso de contar da lugar a otra biyección entre l; y X: 


[(0,b), (1 ,e), (2,d,, (3,8), (ha) 


X tiene 5 elementos, ya que el dominio de cualquiera de estas biyecciones 
ES Ls. 

Pero ¡cómo sabemos que si contamos X en otro orden no obtendre- 
mos una biyección entre, por ejemplo, l; y XA? Más generalmente, ¿cómo sa- 
bemos que si contamos sin errores los elementos de un mismo conjunto ob- 
tendremos siermpre el mismo resultado? Este es un hecho que requiere Justifi- 
cación. 

Empecemos definiendo con precisión el concepto de finitud, Un conjunto 
es finito si y sólo si es biyectable con un segmento inicial de números naturales. 
Dicho de otro modo, un conjunto A es finito si y sólo si hay un número natural 
n tal que 1, +4. Así, 0 es finito, ya que lp = 0 y, por tanto, lp -- 0. 


LEMA 5.11. 54A>wB,aEeAybeB, entonces hay una biyección e entre Á y 
B tal que g(a) = b. 


DEMOSTRACIÓN. Sea f una biyección entre A y B. Si f(a) =b, no hay nada 
que mostrar. Supongamos, pues, que f(a) Y b. Modificaremos f para obtener 
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una biyección g tal que g(a) =b.Sea y = fla) y sea x= f7! b), es decir 
f(x) =b. Definamos la función g : A —> B de modo que, para pe EA, 


b siz=a, 
E(2)=4 y 58lZ2=x, 
Fiz) sizfayzfx; 
es decir 
8= (£— [(a,y), (x,5)3)U£(a,b), (x,9)). 


No es dificil comprobar, con la ayuda de cillo diagr e 
la biyección buscada, : yu un sencillo diagrama, que y es 


PROPOSICIÓN 5.12. Para todo n,mEÑN, sil, 1, entonces n= m. 


DEMOSTRACIÓN. —Aplicamos el principio de inducción. Sea 
A == in EN: para todo m € Ñ, 811, 0 A entonces n= mp. 
Debemos mostrar que todo número natural pertenece a X. 
En primer lugar, lp =0. Así, si lp = ls también I,, =0. Pero entonces, 
claramente, 0 =m, de modo que | 


(1) 0€Ex. 


Sea ahora AEN y supongamos inductivamente que n € X, es decir, que 
para todo m, si 1, => 1,,, entonces n= m. Concluiremos que Sn € X, es decir 
que para todo m, si Ig, «1,,, entonces Sn = m. | 

Puesto que Is, 40, m4 0. Hay, pues, k€ N tal que m= Sk. Por el lema 
anterior, hay una biyección g entre ls, y L, tal que g(n) =k. Así, la función 


h=g-((n,k)) 


es una biyección entre L, y l¿. Por la hipótesis inductiva, n= k. Pero entonces, 
Sa=5Sk=m, según queríamos mostrar. En consecuencia, | 


(2) para todo ne MN, sine X, entonces Sn € X, 
Por (1) y (2), el principio de inducción nos permite concluir que todo 


número natural pertenece a Y. Ll] 


re gu 9.13. SiA es un conjunto finito, hay un único n€ N tal que 
pd ' 
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DEMOSTRACIÓN. Sea Á un conjunto finito. Por definición de finitud, hay 
n€ NH tal que I, + A. Debemos mostrar que este n es único, es decir, que si m 
es tal que l,, A, entonces 1 = m. Pero esto se sigue de la proposición 5.12, ya 
que si 1, +A y 1,, + A, entonces 1, 1). 


Este corolario nos permite definir qué entendemos por el número de ele- 
mentos de un conjunto fimito: si Á es un conjunto finito, el número de 
elementos de A es el único n € N tal que Ll, 4. Así, para cada ne Ñ, l, 
es un conjunto finito de n elementos. 

Concluimos nuestra presentación del concepto de finitud con dos propo- 
siciones cuya demostración dejamos como ejercicio. 


PROPOSICIÓN 5.14. — Todo conjunto biyectable con un conjunto finito es finito. 


PROPOSICIÓN 5.15. Todo subconjunto de un conjunto finito es un conjunto 
finito. | "a 


4. Conjuntos infinitos 


Un conjunto infinito es, por definición, un conjunto no finito. Por tanto, 
un conjunto infinito es un conjunto cuyos elementos no pueden ser contados, o 
sea, un conjunto no biyectable con ningún segmento inicial de números natu- 
rales. El ejemplo principal de conjunto infinito es el conjunto de los números 
naturales. Es intuitivamente claro que es infinito, pero ¡cómo lo demostramos? 


PROPOSICIÓN 5.16. : N es un conjunto infinito. 


DEMOSTRACIÓN, Sea N* el conjunto de los números naturales positivos, es 
decir, N* =N—(0). De acuerdo con P5, la operación sucesor $ es una función 
inyectiva y, por la proposición 5.6, es sobre N*. $ es, pues, una biyección entre 
Ny A 

A Supongamos, en busca de una contradicción, que N es finito. Sea n el 
número de elementos de N. Así, L, HL. Dado que N N*, L, es también biyec- 
table con NF*, Sea, pues, g una biyección entre 1, y NY, Definamos la función 
A: lo, —>NMN asi: 






g(k) sik<n, 


| 0 si k= HE, 


es decir, h= gU((n,0)). Dado que N= N* U(0), h es una biyección entre ls, y 
NH. Asi, ls, E Pero también IL, =— NH. En consecuencia, l, -- ls,, en contradic- 

















110 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


ción con la proposición 5.12. Esta contradicción nos permite concluir que N es 
infinito, O 


PROPOSICIÓN 5.17. | Si A es infinito, entonces para todo conjunto B, 


(1) sn AB, B es infinito, 
(2) si¡ACB, Bes infinito, 
(3) si hay una función inyectiva de A en B, B es infinito. 


DEMOSTRACIÓN, Los dos primeros puntos son reformulaciones de las pro- 
posiciones 5.14 y 5.15, El tercero se sigue de los dos primeros, ya que toda 
función inyectiva es una biyección entre su dominio y su recorrido. 


Los números naturales nos permiten clasificar los conjuntos finitos con 
respecto a su número de elementos o, como también decimos, su cardinalidad. 
Hay infinitas clases de conjuntos finitos según su cardinalidad: hay un conjunto 
de cero elementos, hay conjuntos de un elemento, de dos elementos, ete. ¡Qué 
podemos decir a este respecto de los conjuntos infinitos? ¿Tienen todos la 
misma cardinalidad, el mismo número de elementos? 

¿Qué queremos decir con esta pregunta? ¡Disponemos acaso de números 
infinitos con los que medir la magnitud de los conjuntos infinitos? Si refle- 
XIONnamos un poco, descubriremos que podemos dar sentido a la pregunta sin 
necesidad de apelar a números infinitos; lo único que debemos hacer es gene- 
ralizar apropiadamente lo que ocurre en el caso de los conjuntos finitos. Dos 
conjuntos finitos tienen el mismo número de elementos si y sólo si son biyec- 
tables, Dado que tiene sentido preguntarse por la existencia de una biyección 
entre dos conjuntos aunque los conjuntos en cuestión sean infinitos, nuestro 
intento de pregunta acerca de si todos los conjuntos infinitos tienen o no la 
misma cardinalidad se convierte en una pregunta inteligible: si A y B son 
conjuntos infinitos, ¿hay siempre una biyección entre A y 8? Intuitivamente 
una respuesta afirmativa significaría que todos los conjuntos infinitos tienen la 
misma magnitud, la misma cardinalidad, son igual de grandes, mientras que 
una respuesta negativa podría abrir el camino a una teoría de la magnitud o 
de la cardinalidad de los conjuntos infinitos. 

Puesto que ya sabemos que el conjunto N de los números naturales es 
infinito, la pregunta anterior puede reformularse así: ¿son todos los conjuntos 
infinitos biyectables con N? Decimos que un conjunto es numerable si es 
finito o eS biyectable con NW. Una respuesta afirmativa a la pregunta anterior 
sería equivalente a la afirmación de que todos los conjuntos son numerables, 
Ántes de aventurar una respuesta, ocupémonos brevemente de estos conjuntos. 
DEdO que la relación de biyectabilidad es transitiva, la siguiente proposición 
es obvia. | 


PROPOSICIÓN 5.18. Si A es numerable y AB, B es también numerable. 
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El conjunto M es infinito numerable. Además, si a es un número natural 
cualquiera, el conjunto A, de todos los números naturales mayores o iguales 
que a, 

A,=(nEN:a<n), 
o, en otras palabras, A, = N—1,, es también infinito numerable, ya que la 
función A de MN en A, definida por A(n) =1+a es una biyección entre N y A,. 
También es infinito numerable el conjunto P de los números naturales pares, 
ya que la función que asigna a cada número su doble es una biyección entre NH 
y E, Otros conjuntos numerables son el conjunto (n? : n € N) de los números 
cuadrados y el conjunto de los números primos. 


PROPOSICIÓN 5.19. Todo conjunto infinito de números naturales es nume- 
rable. 


No demostraremos aquí esta proposición, puesto que nos faltan los ins- 
trumentos para hacerlo con rigor. Pero no es dificil ver cómo hallar los valores 
sucesivos de una biyección g entre N y un conjunto infinito A de números 
naturales. g(0) es el elemento mínimo de A, g(1) es el elemento mínimo de 
A—(e(0)), es decir el menor elemento de A mayor que £(0), (2) es el menor 
elemento de A mayor que g(1), £(3) el menor elemento de A mayor que g(2), 
etc. En general, si ya hemos hallado g(1), g(Sn) será el menor elemento de 
Á mayor que g(n). Este procedimiento funciona, ya que Á no tiene elemento 
máximo. 


COROLARIO 5.20. Un conjunto es numerable sii es biyectable con un sub- 
conjunto de Hi, 


DEMOSTRACIÓN. Es inmediato que todo conjunto numerable es biyectable 
con un subconjunto de N, Así, lo único que debemos mostrar es que todo 
conjunto biyectable con un subconjunto de N es mamerable. Supongamos, pues, 
que A B y BCN. Hemos de ver que Á es numerable, Ahora bien, A es finito o 
es infinito, Si es finito, es ciertamente numerable; si es infinito, también lo es B. 
Así, por la proposición anterior, B es namerable. Por tanto, por la proposición 
5.18, A es también mimerable. | 


COROLARIO 5,21, Todo subconjunto de un conjunto numerable es un con- 
junto numerable. 
Dejamos la demostración de este corolario como ejercicio. 


PROPOSICIÓN 5.22. Un conjunto no vacío A es numerable sí hay una fun- 
ción de NH sobre A. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea Á un conjunto no vacío numerable, Si 4 es infinito, hay 
una biyección entre N y A; en particular, hay una función de N sobre A. Si A 
es finito, hay n >0 y una biyección, f, entre L, y A. Sea g la la función con 
dominio N tal que para todo ke N 


| F(K) sik<n 
)= q | 
F0) sik>n, 
Es claro que g es sobre A. Así, tanto si A es finito como infinito, hay una 
función de N sobre A. 
Justifiquemos ahora el condicional inverso. Supongamos que g es una fun- 


ción de N sobre un conjunto A. Claramente, A 4 0. Definamos la función A de 
A en Ñ por: 


h(a) =el menor número n tal que g(n)=a, 


No es dificil ver que h es inyectiva y que, por consiguiente, es una biyección 
entre Á y un subconjunto de NM, Por el corolario 5.20, A es numerable, O 


PROP OREIÓN 9.23. El conjunto £ de los números enteros es infinito nume- 
Tabie, 


DEMOSTRACIÓN. La función 4: N —= E definida así: 


nf2 sin es par 
hn) = / par, 
(—(n+1)/2 sin es impar, 
es una biyección entre N y Z. O 


Puesto que Les la unión de N y el conjunto de los números negativos, la 
proposición que acabamos de demostrar es un caso particular de la siguiente, 


PROPOSICIÓN 5.24. La unión de dos conjuntos numerables es un conjunto 
numerable, 


DEMOSTRACIÓN. SeanaA y B conjuntos numerables, Si uno de ellos es vacío, 
no hay nada que justificar. Supongamos, pues, que ni A ni B son vacíos. Por 
la proposición 5.22, hay funciones f y g de N sobre A y B, respectivamente. 
Definamos la función h con dominio N así: 

Jinf2) si €s par, 


¿g((n—1)/2) sin es impar. 


h(n) = 
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Vemos que si a= f(n) y b= g(n), entonces a= h(2n) y b=h(2n+1), de 
modo que $ es una función de N sobre AUB. Por la proposición 5.22, AUB es 
numerable, E E 


PROPOSICIÓN 5.25. El conjunto Nx ÑN es infinito numerable, 


DEMOSTRACIÓN. Que Nx N es infinito es claro por la proposición 5,17, ya 
que Nx (0) es infinito, por ser biyectable con M, y Nx (0) es un subconjunto de 
Rx, Para ver que Nx N es numerable, por el corolario 5.20 basta mostrar que 
es biyectable con un subconjunto de M. Definamos la función A: Nx N —=>'N 
asi: 

h((n,m)) =2"3". 


Puesto que 2 y 3 son números primos y todo número natural admite una 
única descomposición en factores primos, vemos que si 2"3" =2*3/, entonces 
n=k y m=1l, es decir (nm) = (k,1). En otras palabras, si h((a,m)) = Ak, 1), 
entonces (n,m) = (k, 1), de modo que A es inyectiva. En consecuencia, h es una 
biyección entre Nx N y su recorrido, un subconjunto de Ñ, 1] 


Proposición 5.26. El conjunto Q) de los números racionales (negativos, cero 
y positivos) es infinito numerable. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que N E Q, Y es infinito. Para ver que es númera- 
ble, procedemos de modo análogo a la demostración de la proposición anterior, 
definiendo una función inyectiva de Q en M. Todo número racional positivo se 
puede expresar de manera única como una fracción p/q, donde p y q son 
enteros positivos sin factores comunes. Cada número racional negativo es ex- 
presable de un único modo como una fracción —p/q, donde p y q son enteros 
positivos sin factores comunes. Definamos la función ¿: QU) —>N ast: 


glp =Y39 
g(—p/q) = 235 
g(0) =0. 


La función e nos ofrece un modo de cifrar números racionales mediante 
números naturales. La clave de la codificación es ésta: el exponente de 2 es 
el numerador del número cifrado, el exponente de 3 es su denominador. El 
signo (positivo o negativo) viene dado por la ausencia o la presencia del factor 
5, Puesto que 2, 3 y 5 son números primos, podemos concluir como en la 
proposición anterior que g es inyectiva, Es, pues, una biyección entre Q) y su 
recorrido, un subconjunto de N. Por el corolario 5.20, Q) es numerable. il 
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COROLARIO 5.27. El producto certestano de dos conjuntos numerables es un 
conjunto numerable, A 


DEMOSTRACIÓN. Seand y B conjuntos numerables. Si uno de ellos es vacío, 
AxB es vacio y, por tanto, numerable, Supongamos, pues, que ni A ni B 
son vacios. Por la proposición 5.22, hay funciones f y g de N sobre A y B, 
respectivamente. Definamos la función há con dominio Nx NH asi: 


h((1,m)) =(£ (1), 8(m)). 


No es dificil verificar que h es sobre A x B, Puesto que Nx N es infinito 
numerable, hay una biyección F entre N y Nx N. Pero entonces la composición 
hoF es una función de N sobre A x B, por lo que, por la proposición 5.22, este 
conjunto es numerable, [] 


COROLARIO 5.28. Si A es un conjunto numerable y n > 2, A" es un conjunto 
numerable, 


DEMOSTRACIÓN. Por inducción, con ayuda del corolario 5,27, O 


Si Á es un conjunto cualquiera y 1 > 1, una sucesión de longitud n de 
elementos de A es un n-tuplo de elementos de 4. Una sucesión de longitud 1 
es un elemento de A. Una sucesión finita de elementos de A es una sucesión 
de longitud » para algún n > 1. De acuerdo con el corolario anterior, si A 
es un conjunto numerable y n > 1, el conjunto de las sucesiones de longitud » 
de elementos de Á es niumerable. Mostraremos que también lo es el conjunto de 
todas las sucesiones finitas de elementos de A. | 


PROPOSICIÓN 5.29. El conjunto de todas las sucesiones finitas de números 
naturales es infinito numerable. 


DEMOSTRACIÓN. Sea SC este conjunto. SC es infinito, ya que el conjunto de 
todas las sucesiones finitas constantes, 


(07, (0,0), (0,0,0), (0,0,0,0), .... 


es un subconjunto infinito de S€. Para ver que SC es namerable, ciframos cada 
sucesión finita (e,,...,€,) de números naturales mediante un número natural. 
Lo hacernos mediante la función A: 5C —> N definida por: 


Mié.) == PB, pa, 


donde P14P2,P3,+»< + Pn 300 los n primeros números primos. Dado que todo 
número natural es representable de un único modo como producto de números 
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primos, la función Ah es inyectiva. Pero esto significa que h es una biyección en- 
tre el conjunto 50€ y un subconjunto de N, por lo que, por el corolario 5.20, 
5C es numerable. 


PROPOSICIÓN 5.30, SiA es un conjunto senbrable no vacío, el conjunto de 
todas las sucesiones finitas de elementos de A es infinito numerable, 


DEMOSTRACIÓN. —Sea Á un conjunto numerable no vacío y sea $ el conjunto 
de todas las sucesiones finitas de elementos de A. $ es infinito, ya que si a € A, 
el conjunto de todas las sucesiones finitas constantes, 


(2), (a,a), (a,a,a), (a,4,0,8), ... 


es un subconjunto infinito de $. Veamos que $ es numerable. Puesto que A 
es numerable, hay una función f de N sobre A. Definamos la función g£ con 
dominio el conjunto 86€ de todas las sucesiones finitas de números naturales 


o eller,...,€n)) = (Her)... ,F(62)). 


No es difícil verificar que £ es sobre $. Puesto que, por la proposición 
anterior, 56€ es infinito numerable, hay una biyección F entre N y SC. Pero 
entonces la composición goF es una función de N sobre 5, por lo que, por la 
proposición 5.22, $ es un conjunto es numerable. O 


Todos los conjuntos infinitos que hemos examinado son numerables, pero, 
como veremos abora, no todo conjunto infinito es numerable. El conjunto de 
todos los conjuntos de números naturales, el conjunto potencia de M, no lo es. 


PROPOSICIÓN 5.31. No hay ninguna función de N sobre P(N), 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que F es una función de N en P(N). Mostra- 
remos que F no es sobre P(N) definiendo explicitamente un subconjunto A de 
N que no es un valor de la función F. 

Definiremos A de modo que, para cada n € N, el número n sea testigo 
de que A £ F (1). Es decir, si el número 1 es un elemento del conjunto F(a), 
entonces a no será un elemento de A, mientras que si 4 no es un elemento de 
F(n), entonces a será un elemento de A. La definición rigurosa de A es, pues, 


A=(nEN:1n8 F(n)). 
Como hemos dicho, es inmediato que para todo n € N, 
neÁ sing Flan), 
de modo que para cada n € H, A F(n). A no es, pues, un valor de F. O 
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(< COROLARIO 5.32. P(N) no es numerable. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que P(N) es infinito, si fuera numerable habría una 
biyección entre N y P(N). En particular, habría una función de N sobre P(N). 
Pero por la proposición que acabamos de demostrar, no la hay. EJ 


La demostración de la proposición 5.31 que acabamos de ofrecer nos per- 
mite describir, dada una función F : N —> P(N), un subconjunto de N, que no 
es un valor de la función, a saber el conjunto 


Ar=4nEN:nE F(m+. 
Veamos algunos ejemplos sencillos. 


l. 51 F(2)=([n), para todo n € N, entonces Ap =0, 
2. 51 F(n)=1,, para todo n € N, entonces Ap =Nl, 


3. SiF(nj=4k:k<n), paran par, y F(n) =1k:k=>0m), para n impar, 
entonces Af es el conjunto de los números pares. 


Lo importante es que la regla que nos permite obtener Ap a partir de F 
es aplicable a cualquier función, por compleja que sea su definición. 

Decir que P(N) no es munerable es decir que no hay ninguna biyección 
entre N y P(N), El argumento que hemos ofrecido para justificarlo puede ser 
generalizado a cualquier conjunto en el lugar de Y, Ningún conjunto es bi- 
yectable con su conjunto potencia. Lo mostramos imitando la demostración 
anterior, 


-" PROPOSICIÓN 5.33. Sea A un conjunto cualquiera, No hay ninguna función 


de A sobre P(A), 


DEMOSTRACIÓN. SiF:A—+P(A), sea X =fa € A:a € F(a)). Naturalmente, 
X E P(A). Pero X no es un valor de F, ya que para todo ac A, 


aEX si ag Fa), 
de manera que X % Fla). O 


¿TEOREMA 9.34. (DE CANTOR) Para todo conjunto A, A no es biyectable 
con P(A). 


DEMOSTRACIÓN. — Por la proposición recién demostrada, no hay ninguna fun- 
ción 1 de Á sobre P(A). Así, no hay ninguna biyección entre A y P(A). O 
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Volvamos a N, Tanto N como P(N) son infinitos, Pero no son biyectables 
entre sí. Esto nos sugiere que 'P(N) es mayor que N, que hay más conjuntos 
de números naturales que números naturales. Pero hemos de andar con mucho 
cuidado al hablar así de los conjuntos infinitos. Veamos un ejemplo más simple. 


o Comparemos el conjunto MR con el conjunto P de los números naturales pares. 


En un sentido, dirlamos que N es mayor que P, ya que P es un subconjunto 
propio de N, pero, en otro sentido, diríamos que N y P son igual de grandes, 
ya que, como hemos visto, son biyectables, Lo importante es no confundir los 
distintos sentidos, por lo que antes de intentar comparar los conjuntos infinitos 
según su magnitud, o, como diremos, según su cardinalidad, debemos definir 
con precisión nuestros conceptos. Si no lo hacemos, podremos caer fácilmente 
en contradicciones debidas al uso de términos ambiguos. Hay que tener pre- 
sente que nuestra experiencia con conjuntos finitos puede no ser un buen guía 
para el estudio de la cardinalidad de los conjuntos infinitos. Así, un conjunto 
finito no es nunca biyectable con un subconjunto propio suyo, mientras que 
M sí lo es. La intuición necesaria para movernos con confianza en el dominio 
de lo infinito debemos adquirirla lentamente, siempre a partir de conceptos 
precisos. 
Sean Á y B conjuntos cualesquiera, Decimos que 


A y 8 tienen la misma cardinalidad sii A y 8 son biyectables. 
2. Aes de cardinalidad menor o igual que B, en simbolos, A < B, sii 
hay una función inyectiva de ÁA en B. 


3. A es de cardinalidad estrictamente menor que B, en símbolos, 
A=<B siA=8 pero A 4 B. 


Asi, A=SB sii A es biyectable con un subconjunto de B, mientras que A < 8 sii 
A es biyectable con un subconjunto propio de B pero no lo es con B. 


PROPOSICIÓN 5.35. WN=<P(N). En general, para todo conjunto A, A <'P(A). 


DEMOSTRACIÓN. Sea Á un conjunto cualquiera. Por el teorema 5.34, sabe- 
mos que A y P(A) no tienen la misma cardinalidad, es decir, no son biyectables. 
Así, por (3) de la definición anterior, sólo debemos mostrar que Á = P(A), es 
decir, que hay una función inyectiva de Á en PLA). Pero esto es fácil. Basta 
considerar la función F de A en P(A) que asigna a cada elemento de Á su 
conjunto unitario: F(a) = (a). | 0] 


Esta proposición nos permite concluir que hay una sucesión infinita de 
conjuntos infinitos de cardinalidades estrictamente crecientes: 


N =< P(N) < PP(N) < PPR(N) < PPPP(N) =<-* 


Esto no es más que el inicio, Pero aquí no podemos ocuparnos de la inmensa 
variedad de conjuntos infinitos descubierta por Georg Cantor (1845-1918). 
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5, Ejercicios 


L, 


10. 


FE 


12. 


13. 
14. 
15. 


Muestre que si A es un conjunto finito y A +8, entonces B es un conjunto finito 
con el mistmo número de elementos que Á. 


Muestre que si A es un conjunto finito, también lo es AU(x). 


Muestre por inducción que si n € N y AC L,, entonces A es finito y el número de 
elementos de A es menor 0 igual que n. 


Muestre que si A C 1, (es decir, A CI, pero A 3 1,), entonces el número de 
elementos de A es estrictamente menor que 1. (Use el ejercicio 3.) 


Muestre que si Á es un conjunto finito y BC A, entonces B es un conjunto finito 
y el número de elementos de B es menor o igual que el de A. Si además BA, el 
eN de elementos de B es estrictamente menor que el de A. (Use los ejercicios 


Muestre que si A y B son conjuntos finitos, AMB y A—B son también finitos, 
Muestre que si A y B son conjuntos finitos, AUB es también finito. (Sugerencia: 


fije A y vea por inducción que para todo número 1 y todo conjunto B de n 
elementos, AUB es finito. Use el ejercicio 2.) 


Muestre que si A y B son conjuntos finitos, el producto cartesiano Á x E es 
también finito. (Sugerencia: fije A y vea por inducción que para todo número n 
y todo conjunto B de n elementos, Ax Bes finito. Use el ejercicio 7.) 

Muestre que sixg A y B=AU(x), entonces 


P(B) = P(AJUIXU(x) :X CA). 
Además A y (XU(x): X CA) son disjuntos y biyectables. 


Muestre que si A es un conjunto finito, P(A) también lo es. (Sugerencia: muestre 
por inducción que, para todo número a, el conjunto potencia de un conjunto de 


n elementos es finito. Use el ejercicio 9.) 


Muestre que si Á es un conjunto finito y f es una función inyectiva de A en A, 
entonces f es sobre A. 


Muestre que si A es un conjunto finito y f es una función de Á sobre A, entonces 
f es inyectiva. 


Muestre que todo subconjunto acotado de N es finito. 


Defina una función de N sobre N que no sea inyectiva. 


Muestre que todo subconjunto de un conjunto numerable es un conjunto nume- 
rable. 
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8] CAPÍTULO 6 


l | SINTAXIS DE LA LÓGICA PROPOSICIONAL 


1. Introducción 


| El objeto central de la lógica es la relación de consecuencia o, dicho de 

Mi! otro modo, el concepto de argumento correcto. La lógica no ofrece una única 

pi | precisión de este concepto aplicable a cualquier argumento, pero construye | 

ñ sistemas formales distintos que dan cuenta de la corrección de diferentes ti- | 

IM pos de argumentos. La lógica proposicional, en concreto, se aplica al análisis | 
M de argumentos cuya corrección depende exclusivamente del significado de las 
A expresiones veritativo-funcionales que aparecen en el argumento, Vamos a ex- 

| plicar esta idea. 

En los lenguajes naturales hay expresiones que nos permiten formar enun- 

l | | ciados compuestos a partir de otros más simples. Por ejemplo, 

| 


| | Aristóteles no fue un sofista, 
! Platón fundó la Academia y Aristóteles fundó el Liceo, 


son enunciados compuestos formados a partir de otros enunciados más simples ¿ 
| | con ayuda de las partículas «no» e «y». La verdad del primero sólo depende 
de la verdad del enunciado «Aristóteles fue un sofista» y la del segundo sólo 
| | de la verdad de los enunciados que lo componen: «Platón fundó la Academia» 
| | y «Aristóteles fundó el Liceo». Así, algunas (pero no todas, como tendremos 
Mo ocasión de ver en un capítulo posterior) de las expresiones que usamos para 
formar enunciados compuestos tienen una propiedad importante: la verdad o 
| | falsedad de los enunciados compuestos formados con su ayuda depende exclu- 
| | sivamente de (esto es, es una función de) la verdad o falsedad de los enunciados 
'Ñ | más simples que los componen. Las expresiones veritativo-funcionales del len- 
guaje natural son las que tienen esta propiedad; también decimos de estas : 
expresiones que se comportan veritativo-funcionalmente. Además de las dos E 
| 1 que acabamos de mencionar, las expresiones «o», «si..., entonces» y «si y sólo =ge 
| sis también tienen esta propiedad, pero, como veremos, no son las únicas. 
La corrección de algunos argumentos, como por ejemplo: 


Si Platón fundó la Academia, entonces no fundó el Liceo; Platón 
Fundó la Academia; por tanto, no fundó el Liceo 
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no depende de la estructura de los enunciados simples que aparecen en él, 
sino del significado de las expresiones veritativo funcionales que hemos usa- 
do para formar los enunciados compuestos («no» y «si..., entonces», en este 
caso). Pues bien, la lógica proposicional es un sistema formal que propone pre- 
cisiones de todos los conceptos necesarios para analizar los argumentos cuya 
corrección depende exclusivamente del significado de las expresiones veritativo 
funcionales. 


2. El lenguaje de la lógica proposicional 


Un lenguaje formal tiene un componente sintáctico y otro semántico que 
se introducen en este orden. La sintaxis de un lenguaje formal consta de un 
alfabeto (o vocabulario) y de una gramática, El alfabeto del lenguaje está 
constituido por un conjunto de símbolos que suelen presentarse clasificados en 
tres categorías: lógicos, no lógicos y auxiliares (o de puntuación). Todos los 
lenguajes formales tienen tanto símbolos lógicos como no lógicos, pero pueden 
no tener símbolos auxiliares. Las expresiones del lenguaje son simplemente las 
sucesiones de símbolos del alfabeto, pero, del mismo modo que en los lenguajes 
naturales no todas las sucesiones de palabras son expresiones sintácticamente 
correctas, no todas las sucesiones de simbolos son aceptables. La gramática 
del lenguaje consiste, esencialmente, en un conjunto de reglas que nos per- 
miten obtener o, como diremos en lo sucesivo, generar aquellas expresiones 
del lenguaje que consideramos correctamente formadas. Á estas expresiones 
las llamaremos fórmulas. A continuación introducimos el alfabeto del lenguaje 
formal y después presentaremos la definición de fórmula, 

El alfabeto de un lenguaje L de la lógica proposicional consta de los 

siguientes símbolos: 

l. LETRAS PROPOSICIONALES. El número de letras proposicionales pue- 
de variar de un lenguaje a otro. En lo sucesivo, supondremos que las 
letras proposicionales del lenguaje se encuentran entre las letras «p», 
«go, «ra, «es» y «f» (con o sin subíndices). 

2. CONECTIVAS : 3, A, V, = y +. 

3. PARÉNTESIS, 


Las conectivas son los símbolos lógicos del lenguaje y los paréntesis los 
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Es importante observar que los simbolos del lenguaje soy/adecuados para 
representar la estructura de los enunciados que aparecen en los argumentos 
que nos interesa estudiar. Las letras proposicionales representan enunciados 
simples (o mejor, no analizados), las conectivas tienen una función sintáctica 
similar a la de las correspondientes partículas del lenguaje natural y, lo mismo 
que hacemos en ocasiones con los signos de puntuación del lenguaje, usamos 
los simbolos auxiliares para eliminar ambiguedades sintácticas. 

Una fórmula de un lenguaje proposicional £ o, simplemente, una fórmula 
es una sucesión de símbolos generada por un número finito de aplicaciones de 
las siguientes reglas: 

1. Toda letra proposicional de L es una fórmula, 

2. Si0.es una fórmula, -0 es una fórmula. 

3. Sia y fson fórmulas, (a.AB), (av), (a—= B) y (01 B) son fórmulas. 

La tercera cláusula contiene en rigor cuatro reglas de formación (una 
por cada una de las conectivas). Hemos incluido las cuatro reglas en una sola 
cláusula para abreviar la formulación. 

Las siguientes sucesiones de símbolos son ejemplos de fórmulas, esto es, 
de expresiones correctamente formadas: 


P, (2pA-=q), 
(p=>43), (pA(gAr)), 
IP, E>pA=pv g)). 


Las letras proposicionales son fórmulas atómicas y todas las restantes 
son fórmulas compuestas. Cada fórmula compuesta tiene una conectiva 
principal, aquella que introduce la última regla que se aplica al construir la 
fórmula. La conectiva principal de =0% es la negación, y si + es una conectiva 
distinta de la negación, entonces * es la conectiva principal de (+ B). Es 
habitual referirse genéricamente a las fórmulas que tienen la misma conectiva 
principal con el nombre de dicha conectiva. Ási, una fórmula de la forma 01 es 
una negación, una de la forma (0.4 B) es una conjunción, etc. En un condicional 
(1 B) decimos que Ul es el antecedente y que [ es el consecuente. Por ejemplo, 
las cuatro fórmulas siguientes son disyunciones, esto es, fórmulas de la forma 





símbolos auxiliares. La negación es una conectiva monaria y las restantes 
son binarias. El nombre de las conectivas y la forma de leerlas puede verse en 


(av B): | 





(=p A (q v r)), 


| | | 

la siguiente tabla; (va), (p> 4)v (rAs)), | 

| l _conectiva nombre lectura (Sp V (q Vr)), (=p V (re >8)). gel | 

| = negación no | La definición de fórmula consta de un número finito de reglas que, excep- | ea | 

| | A conjunción y | tuando la primera, se aplican a fórmulas, esto es, a resultados de aplicaciones HE | 

| V disyunción 6 | anteriores de las propias reglas. La idea se entiende con facilidad si pensamos o, | 

| | me cial e desees en el proceso de construcción de alguna fórmula sencilla, pero no excesivamente | 
RR ES elemental. La fórmula 

+ bicondicional si y sólo si | 

| 
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por ejemplo, se obtiene aplicando (2) a 
(pA(gV r)) 


que es el resultado de una aplicación anterior de (3) a dos fórmulas, =p y (q Vr), 
que a su vez han sido obtenidas aplicando antes (2) y (3), respectivamente. No 
es difícil ver que un número finito de reglas de este tipo son capaces de gene- 
rár un conjunto infinito de expresiones finitas a partir de un conjunto finito de 
simbolos. Esta característica de las reglas tiene una consecuencia importante: 
el número de fórmulas del lenguaje será infinito incluso en el caso de que en 
su alfabeto sólo haya un número finito de letras proposicionales. Obsérvese 
además que, al igual que los enunciados del lenguaje natural, las fórmulas son 
sucesiones finitas de simbolos, es decir, no hay fórmulas de longitud infinita. 


CONSIDERACIONES SINTÁCTICAS 


El proceso de generación de las fórmulas de la lógica proposicional (y, 
en general, de los lenguajes formales) tiene una propiedad muy importante: 
ninguna fórmula puede ser generada de dos formas distintas. Dicho con más 
precisión, las reglas de construcción de fórmulas cumplen las dos condiciones 
sigulentes: 

1. sí aplicamos una misma regla a fórmulas distintas obtendremos fór- 

mulas distintas, 

2. ninguna fórmula puede obtenerse aplicando reglas diferentes. 

Para comprender los problemas en que nos veríamos envueltos si no se 
cumpliesen (1) y (2), imaginernos que hubiéramos formulado la regla (3) sin 
paréntesis: 


3. 510 y B son fórmulas, 2 Af, VB, a =f y a + B son fórmulas. 


Observemos que en tal caso no se cumpliria ninguna de las dos condicio- 
nes. Por un lado, la expresión q A p= p podría obtenerse aplicando la misma 
regla a dos fórmulas distintas. En efecto: 

(a) py q son fórmulas, por la regla (1); 

(bj p= pes una fórmula, por la regla (37); 

(ce) q Apes una fórmula, por la regla (3%); 

(d) 9Ap= pes una fórmula, por la regla (3%) aplicada aq ya p=>p; 

(e) GAp= p es una fórmula, por la regla (3%) aplicada ag Apya p. 

Tampoco se cumpliría la segunda condición, pues la expresión =pYW p 
podría obtenerse aplicando reglas diferentes. Veamos cómo: 


l: (a) pes una fórmula, por la regla (1); 
(b) =p es una fórmula, por la regla (2); 
(ec) =pY p es una fórmula, por la regla (3%). 
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2: (a) pes una fórmula, por la regla (1); y 
(bj) pY pes una fórmula, por la regla (3*); 
(ec) =pV pes una fórmula, por la regla (2), 


El problema con las expresiones que pueden generarse de dos formas 
distintas es que resultan sintácticamente ambiguas porque admiten lecturas 
distintas no equivalentes, Este es el problema que plantean las expresiones 
gAp=> py 2pV p. Si construimos q A p + p aplicando (d), entonces la conectiva 
principal es la conjunción y, por tanto, su estructura sintáctica es la de (g A 
(p= p)); si la construimos aplicando (e), entonces la conectiva principal es el 
condicional y, por tanto, tiene la misma estructura sintáctica que ((q A p) => 
p). Algo análogo sucede con =p Y p. si la consideramos construida del primer 
modo, su estructura es la de una disyunción; si la consideramos construida del 
segundo modo, entonces la conectiva principal es la negación y su estructura 
sintáctica es la de la fórmula >(p YV p). 

Como vemos, la función de los paréntesis que introduce la regla (3) de 
construcción de fórmulas es precisamente evitar las ambigúedades sintácticas 
o, dicho con otras palabras, evitar que una misma fórmula pueda generarse de 
dos formas distintas. En general, las condiciones (1) y (2) que hemos formu- 
lado al comienzo de esta subsección son esenciales para evitar que se generen 
expresiones sintácticamente ambiguas y, en muestro caso, son los paréntesis 11m- 
troducidos por la regla (3) los que garantizan el camplimiento de estas condi- 
ciones. Más adelante veremos que la ausencia de ambigúedad es imprescindible 
para definir los conceptos semánticos. 


LENGUAJE OBJETO Y METALENGUAJE 


Siempre que hablamos de un lenguaje, tanto si se trata de un lenguaje 
formal como de un lenguaje natural, se puede distinguir entre el lenguaje del 
que se liabla y el lenguaje en el que se habla. Al primero se le llama lenguaje 
objeto y al segundo metalenguaje. 51, por ejemplo, explicamos castellano 
en inglés, el lenguaje objeto es el castellano y el metalenguaje es el inglés. Un 
lenguaje puede ser al mismo tiempo lenguaje objeto y metalenguaje. Esto es lo 
que sucede, por ejemplo, cuando usamos un idioma para explicar la gramática 
del mismo idioma, Es importante observar que los conceptos de lenguaje objeto 
y metalenguaje son relativos a una situación. Un lenguaje puede ser lenguaje 
objeto en una situación y metalenguaje en otra, dependiendo de si hablamos 
de él o de si lo usamos para hablar de algún lenguaje. 

En la presentación de un lenguaje formal, el lenguaje objeto es, por 
supuesto, el lenguaje formal del que se habla y el metalenguaje es el idio- 
ma que usamos para describirlo y explicar las relaciones que se dan entre sus 
fórmulas. En el caso de este libro, el metalenguaje es, obviamente, el caste- 
llano (ampliado con ciertos signos y cierta terminología técnica). Los únicos 
símbolos del lenguaje formal (esto es, del lenguaje objeto) son los que figu- 
ran en su alfabeto y las únicas expresiones sintácticamente correctas de este 
lenguaje son las fórmulas. Ási, por ejemplo, los enunciados 
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si te y B son fórmulas, 4 B es una conjunción, 
si O es una fórmula, 20 es una fórmula, 


pertenecen al metalenguaje. Las variables €: y P que intervienen en estos enun- 
ciados y que utilizamos constantemente para hablar de fórmulas son variables 
metalingúísticas, es decir, variables que pertenecen al mentalenguaje (pero no 
al lenguaje formal). 

Para hablar de un objeto en un lenguaje determinado usamos el nombre 
o uno de los nombres (en caso de que tenga más de uno) que el objeto tiene 
en ese lenguaje. También podemos hablar de un objeto con la ayuda de una 
expresión que lo describe inequívocamente, pero este aspecto carece ahora de 
importancia. El problema que se nos plantea cuando deseamos hablar de un 
objeto como, por ejemplo, una palabra o un enunciado es ¿cuál es el nombre de 
un objeto lingilístico? Según la convención usual, el nombre de una expresión 
del lenguaje natural se forma entrecomillando la expresión misma, Obsérvese, 
por ejemplo, que no son necesarias las comillas en los enunciados 


Napoleón fue derrotado en Waterloo, 
3 no és la mitad de 23, 
es verdad que J. Brahms nació en Hamburgo 


pero, en cambio, son necesarias en los tres siguientes: 


«Napoleón» acaba con la letra «n», 
«3» es la mitad derecha de «23», 
«J. Brahms nació en Hamburgo» es un enunciado verdadero. 


Los símbolos y las fórmulas de un lenguaje formal son también entidades 
de tipo lingúístico, pero en este caso podemos adoptar una convención diferente 
sobre la formación de los nombres que evita el uso constante de comillas. 
En el caso de los lenguajes formales, como nombre en el metalenguaje de 
un símbolo tomamos el símbolo mismo y, en general, como nombre de una 
expresión tomamos la expresión misma. De hecho, esta convención es la que 
venimos utilizado desde el comienzo. Así, por ejemplo, en lugar de escribir, 


«fo es una conectiva, 
«pAqs es una fórmula, 


escribimos simplemente 


A es una conectiva, 
pAq es una fórmula. 


Es importante observar que los enunciados de este tipo pertenecen al meta- 
lenguaje y que son fieles a la regla de que para hablar de un objeto usamos su 
nombre precisamente porque hemos identificado las expresiones del lenguaje 
formal con sus nombres metalingiisticos. 





LÓGICA PROPOSICIONAL 127 
INDUCCIÓN / 


En el capítulo 5 de teoría de conjuntos hemos visto que los números 
naturales se generan a partir del número cero aplicando repetidamente la 
operación sucesor, El caso de las fórmulas de un lenguaje proposicional es 
similar al de los números naturales. 51 £ es un lenguaje proposicional y P el 
conjunto de letras proposicionales de £, el conjunto F de fórmulas de £ es el 
conjunto de expresiones generadas a partir de P por las reglas (2) y (3) de la 
definición de fórmula. Vamos a introducir una definición preliminar que nos 
ayudará a caracterizar de un modo más preciso el conjunto . 

Un conjunto € de expresiones de L está cerrado respecto a las reglas de 
generación de fórmulas si y sólo si 


l. sia €, entonces 0 E É, 


2 siaeCyBeC, entonces (a 4 PB), (av B), (a—B) y (a + B) perte- 
necen a C. 


El conjunto F de fórmulas de L puede caracterizarse ahora como el único 
conjunto de expresiones que cumple: 


1. PC TF (es decir, todas las letras proposicionales de L pertenecen 
a), 
F está cerrado respecto a las reglas de generación de fórmulas, 


si PEC y C está cerrado respecto a las reglas de generación de 
fórmulas, entonces F E €. 


Brevemente, el conjunto F es el menor conjunto de expresiones de £ al que 
pertenecen todas las letras proposicionales y que está cerrado respecto a las 
reglas de generación de fórmulas. 

La condición (3) es el principio de inducción para fórmulas y, como vamos 
a ver, es muy útil para demostrar enunciados generales sobre las fórmulas 
de L. 

Supongamos que deseamos demostrar que todas las fórmulas de £ tienen 
cierta propiedad P. Sea C el conjunto 


fo E Fla tiene la propiedad P|, 


esto es, C es el conjunto de fórmulas de £L que tienen la propiedad 'P. Es 
evidente que si C= F, entonces todas las fórmulas de £ tienen la propiedad 
P. Puesto que la inclusión C € £ se cumple por definición, si mostramos que 
PCC y que C está cerrado respecto a las reglas de generación, habremos 
demostrado que F € C y, por tanto, que C= £. Si observamos ahora que 


0€C sii es una fórmula L que tiene la propiedad P, 00 


podemos eliminar las referencias al conjunto € y reformular el iñicipio de 


inducción de un modo más transparente como sigue: yz pa 
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PRIMER PRINCIPIO DE INDUCCIÓN PARA FÓRMULAS. Si L es un lenguaje 
proposicional y 


l. las letras proposicionales de L tienen la propiedad P, 

2. si QU es una fórmula que tiene la propiedad FP, entonces 0 tiene la 
promedad P, 

3. si ar y PB son fórmulas que tienen la propiedad P, entonces (0. AB), 
(av B), (a— B) y (a + B) tienen la propiedad P, 


entonces todas las fórmulas de L tienen la propiedad P. 


El principio de inducción completa para números naturales nos permi- 
te formular otro principio de inducción para fórmulas. Llamemos grado de 
una fórmula al número de sus símbolos lógicos (esto es, al número de sus 
conectivas). Por ejemplo, todas las letras proposicionales tienen grado 0, la 
fórmula (>p A q) tiene grado 2 y >7p tiene grado 3. El hecho de que el grado 
de las fórmulas sea un número natural nos permite demostrar que todas las 
fórmulas tienen cierta propiedad aplicando el principio de inducción completa 
para números naturales, 

Como antes, imaginemos que deseamos demostrar que todas las fórmulas 
de £ tienen cierta propiedad P. Sea X el conjunto 


(€ N]| toda fórmula dl de L de grado n tiene la propiedad P), 


donde MN es el conjunto de los números naturales. Observemos ahora que si 
4 = M, entonces todas las fórmulas de L tienen la propiedad P. En efecto, si 
todo número natural pertenece a X, entonces para todo a, todas las fórmulas 
de £L de grado n tienen la propiedad P, y esto equivale a decir que todas las 
fórmulas de £ tienen la propiedad P. 

Por el principio de inducción completa para números naturales, para de- 
mostrar que %= N basta mostrar que para todo », 


si para todo m <n, me€ X, entonces n € X, 
Si tenemos en cuenta que n € X si y sólo si toda fórmula de grado n tiene 
la propiedad 'P, podemos reformular esta aplicación del principio de induc- 
ción asi: 
si P es una propiedad tal que 
(9) para todo a, si todas las fórmulas de grado menor que n tienen la 


propiedad P, entonces las fórmulas de grado n tienen la propiedad 


A 


entonces todas las fórmulas de £ tienen la propiedad “P, 
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Éste es ya el segundo principio de inducción para fórmulas, pero también 
podemos darle una formulación un poco más transparente si nas cómo 
justificamos (0). Para demostrar (9) suponemos que todas las fórmulas de gra- 
do menor que un número » cualquiera tienen la, propiedad Py mostramos que 
las fórmulas de grado n tienen la propiedad P. Distinguimos ahora dos casos. 
Si n= 0, entonces las únicas fórmulas de grado n son las letras proposicionales, 
de modo que lo que debemos hacer para justificar (9) en este caso es mostrar 
que las letras proposicionales de L tienen la propiedad P. 51 n > 0, entonces 
una fórmula de grado n será de la forma 0% o de la forma (06*(), donde + 
una conectiva binaria; por tanto, para justificar (9) en el caso n >0, lo que 
hacemos es demostrar que si las fórmulas de grado menor que al tienen la 
propiedad P, entonces —(x tiene la propied ad P, y que $1 las fórmulas de grado 
menor que (0+ 3) tienen la propiedad P, entonces (c+ (3) tiene la propiedad P. 
Así, este principio de inducción puede formularse con todo rigor del siguiente 
modo: 


SEGUNDO PRINCIPIO DE INDUCCIÓN PARA FÓRMULAS. 5% l es un lenguaje 
proposicional y 


las letras proposicionales de L tienen la propiedad P, 

si las fórmulas de grado menor que 0 tienen la propiedad P, en- 
lonces 0% tiene la propiedad “P, 

3. si ses una conectiva binaria y las fórmulas de grado menor que (06*B) 
tienen la propiedad F, entonces (0:+ P) tiene la propiedad P, 


pS 


entonces todas las fórmulas de L tienen la propiedad 'P. 


Una demostración por inducción no es nada más que una demostración 
en la que se aplican los principios de inducción. En los próximos capítulos 
veremos varias demostraciones de este tipo. 


3. Subfórmulas 


Esencialmente, el árbol genealógico de una fórmula es una representa- 
ción de su proceso de construcción. Cada fórmula compuesta se analiza en las 
fórmulas más simples que la componen, éstas se analizan del mismo modo y así 
sucesivamente hasta llegar a las letras proposicionales, que no son analizables 
en fórmulas más simples. Un ejemplo ayudará a entender la idea. El árbol de 
la fórmula ((p => ="q) => (q V -1)) es: 
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((p => =q) + (q V -t)) 


PR 














(p +29) (gw at) 
IN 
p q (q =t) 
LON 
3 1 


Las subfórmulas de una fórmula dada son todas las fórmulas que aparecen 
en su árbol de construcción (incluida ella misma). Las subfórmulas de 


((p => =q) + =(q V -1)) 


son ella misma y las siguientes: 


(p=+>>3), (qt), (qt), 
P, 4, >, 
ME, dq, f, 


El concepto de subfórmula se caracteriza con precisión así: las subfórmulas 


de una fórmula ( son todas las fórmulas generadas por las reglas siguientes: 


Si es una letra proposicional, la única subfórmula de q es ella misma. 
2. Si q =-0%, las subfórmulas de (p son q más las subfórmulas de a, 


d. Six* es una conectiva binaria y y = (0 B), las subfórmulas de y son 
la misma q más las subfórmulas de «e y las subfórmulas de $. 


No es difícil ver que, esencialmente, estas reglas no hacen otra cosa que 
describir el proceso de obtención del árbol genealógico de una fórmula y que, 
en definitiva, las subfórmulas de una fórmula ( son, simplemente, la misma p 
y todas las fórmulas necesarias para generar (). | 
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Observernos finalmente que: 1) el hecho de considerar que toda fórmula 
es subfórmula de ella misma nos permite afirmar que no háy dos fórmulas 
distintas que tengan las mismas subfórmulas y 2) si una fórmula y es una 
subfórmula de una fórmula f y ésta es una subfórmula de q, la fórmula y 
también es una subfórmula de la fórmula q. 


OmisióN DE PARÉNTESIS 


En lo sucesivo haremos uso de la siguiente convención que permite abre- 
viar la escritura de la mayoría de fórmulas: siempre que lo creamos convenien- 
te, omitiremos los paréntesis exteriores de las fórmulas una vez construidas. 
Asi, en lugar de escribir 

((pAq) + =p) 


podemos escribir A 


(pAg) + =p, 
pero observemos que los paréntesis de (pA q) en la fórmula anterior no pue- 
den omitirse porque no son exteriores. No debemos olvidar que las expresio- 
nes abreviadas no son en rigor fórmulas, son modos abreviados de referir- 
nos a fórmulas. Ási, aunque no escribamos los paréntesis exteriores, todas las 
fórmulas excepto las atómicas y las negaciones en realidad los llevan. 


4, Ejercicios 


l. Indique si las expresiones siguientes son fórmulas o son expresiones sintácti- 
camente incorrectas. Resuelva el ejercicio sin aplicar la regla de omisión de 
paréntesis e indique qué expresiones resultan correctas cuando se aplica dicha re- 
gla. En los casos en que sea posible, añada o elimine paréntesis de las expresiones 
incorrectas para que resulte una fórmula. 


(a) —(p), (E) (Eq) V p), 

(b) p=3, (bh) (pA=pVg), 

(c) p>p>93, (1) (=p + pg), 

(dd) =Etp)), (1). lp=([pAr) +9), 

(e) (par), 1) (p=(pArA(qAg), 
(0) Ealtrpar), (D)- (Eva) =>(=p + 3)). 


2. Añada paréntesis a la expresión 
“PpAGq => W gq 
de modo que resulte una fórmula cuya forma sea la que se indica a continuación 
(puede haber más de una respuesta correcta): 
(a) negación de un condicional, 
(b) negación de una disyunción, 
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(c) 
(d) 
(e) 
(1) 
(8) 
(h) 
(1) 
(3) 
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negación de una conjunción, 

negación de una negación, 

conjunción, 

condicional cuyo antecedente es una conjunción 
condicional cuyo antecedente es una negación, 
disyunción de negaciones, 

disyunción de una conjunción y una negación, 
disyunción de un condicional y una negación, 


4 


Obtenga las subfórmulas de las siguientes fórmulas: 


(a) 
(b) 
(e) 
(d) 
(e) 


(p=3)V(p= 1), 
p= ((qV p) ++), 


(a+ 0) A2=(pvr)) e (pA-=9), 
(p=>>") A=((pvr) e (pag), 
(Pq W (p= -3)) + =(pAg). 





CAPÍTULO 7 
SEMÁNTICA DE LA LÓGICA PROPOSICIONAL 


1. Verdad con una asignación 


Una asignación es una función que asigna a cada una de las letras pro- 
posicionales del lenguaje el valor verdadero o el valor falso. Á estos valores los 
llamamos valores de verdad. Para abreviar, nos referiremos a ellos con las 
letras «V» y «F», respectivamente, y diremos que una asignación atribuye 0 
asigna a cada letra proposicional el valor Y o el valor F. El modo de referirnos 
a los valores de verdad carece de importancia y, por ejemplo, es muy frecuente 
usar «1» en lugar de «V» y «0» en lugar de «Fs. 

Para referirnos a las asignaciones usaremos la letra «vw» (con subíndices, 
cuando sea necesario). La expresión 


v(p)=V 


significa entonces que la asignación v atribuye el valor Y a la letra proposicional 
p o, dicho más informalmente, que p es verdadera con la asignación v. Si en 
lugar del valor Y es el valor F, esto es, si v(p) =F, decimos que p es falsa con 
la asignación v. y 
Sólo hay dos (=2*) asignaciones en el caso de un lenguaje con una única 
letra proposicional: la que asigna a la letra el valor V y la que le asigna el valor 
F. El número de asignaciones para 2 letras proposicionales es 4 (= 2%) debido 
a que una letra puede tomar dos valores por cada uno de los dos que toma 
la otra. Si añadimos una letra proposicional más, el número de asignaciones 
vuelve a duplicarse, porque la nueva letra puede tomar dos valores por cada 
una de las cuatro asignaciones correspondientes a las otras dos letras. Así, el 
número de asignaciones para 3 lebras proposicionales es 2*, En general, si 
el número de letras proposicionales es n, el número de asignaciones es 2%. 
Las asignaciones se representan en muchas ocasiones de la siguiente forma: 


pq or s 
V FF Y 


En la línea superior aparecen, como es obvio, las letras proposicionales y en la 
inferior los valores que la asignación atribuye a cada una de ellas. La asignación 
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de este ejemplo atribuye el valor Y a la letra p, el yalor F a la letra q, el valor 


F a la letra r y el valor Y a la letra s. 

Este recurso se usa también en el caso de varias asignaciones. Por ejemplo, 
las ocho (2”) asignaciones existentes en el caso de tres únicas letras proposi- 
cionales (p, q y 1) pueden (y suelen) listarse así: 


p q or 
vv yv 
Vo V F 
V F y 
V OF F 
F OY V 
FO V F 
F OF Y 
F OF OF 


El orden de las asignaciones carece de importancia. Obsérvese, sin embargo, el 
modo de ordenación, que hace prácticamente imposible olvidarse de alguna, 
El valor de verdad de una fórmula compuesta depende tanto del valor de 
verdad de las letras proposicionales que aparecen en ella como del significado 
de las conectivas. Desde el punto de vista de la lógica proposicional, el signifi- 
cado de una conectiva puede identificarse con una regla que determina un valor 
de verdad en función de otros valores de verdad. Consideremos, por ejemplo, 
el caso de la conjunción. El valor de verdad de («A B) depende exclusivamen- 
te de los valores de verdad de a: y f. Esto significa que la verdad o falsedad 
de (an 3) depende sólo de cuál de estas cuatro situaciones se da: que í y B 
sean ambas verdaderas, que O sea verdadera y B falsa, que O sea falsa y 
B verdadera y, por último, que al y fi sean falsas, Todo lo que necesitamos 
saber sobre el significado de la conjunción es qué valor concreto toma (A B) 
en cada una de estas cuatro situaciones y precisamente esta información puede 
darse mediante una regla o mediante una función veritativa, esto es, una 
función que asigna valores de verdad a combinaciones de valores de verdad. 
Lo mismo sucede en el caso de las restantes conectivas. 
E El significado de las conectivas queda determinado por las Siguientes ta- 
as: 


B|(anB) (vB) 





la PB) 


(a + B) 





== “le 


3 m<- 
e 
E 
= <= y 
<= ma 





tablas es sencillo: 
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El modo de obtener las reglas a que haciamos referencia a partir de las 


1. la negación de una fórmula es verdadera cuando la fórmula es falsa y 
falsa cuando la fórmula es verdadera; 

2, una conjunción es verdadera cuando las dos fórmulas que la componen 
son verdaderas y falsa cuando alguna de las componentes lo es; 

3. una disyunción es verdadera cuando al menos una de las fórmulas 
que la componen es verdadera y falsa cuando las dos fórmulas que la 
componen son falsas; 

4. un condicional es verdadero cuando el antecedente es falso o el con- 
secuente es verdadero, y es falso cuando el antecedente es verdadero 
y el consecuente falso; 

5. un bicondicional es verdadero cuando las dos fórmulas que lo compo- 
nen toman el mismo valor de verdad y falso cuando las fórmulas que 
lo componen tienen distinto valor de verdad. 


La relación que existe entre la semántica de las conectivas del lengua- 
je formal y el significado de las expresiones del lenguaje natural con que se 
corresponden la comentaremos más adelante. o o 

Las condiciones de verdad de las conectivas (las reglas anteriores) junto 
con una asignación dada determinan un valor de verdad para cada fórmula 
del lenguaje. En otras palabras, dada una asignación v, toda fórmula al del 
lenguaje toma un único valor de verdad, al que nos referiremos con el valor de 
verdad de ú con la asignación v, que está determinado por las condiciones 
de verdad de las conectivas. Un ejemplo nos ayudará a entender el modo de 
calcular el valor de verdad de una fórmula dada con una asignación dada. 

Imaginemos que deseamos saber el valor de verdad que toma la fórmula 


(rv q) >->(r > p) 
con una asignación v tal que: 
v(p) =Y, vq) =F y v(r) =F. 


Lo primero que debemos hacer es analizar la fórmula y obtener sus subfór- 
mulas. Este paso es fundamental, porque el valor de verdad que toma una 
fórmula compuesta depende de los valores de verdad que toman las fórmulas 
más simples que la componen. Aplicado a nuestro ejemplo, esto significa que: 


1. el valor de (rV q) =-(r + p) depende de los valores de (ra) y 
ar p); 

2. el valor de (rV q) depende de los valores de r y de q; 

el valor de =(r=> p) depende del valor de (+= p); 

el valor de (r—> p) depende de los valores de r y de p. 


p yo 
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Si observamos este análisis, veremos que básicamente reproduce el que 
hacemos cuando obtenemos el árbol genealógico de la fórmula. Ahora, para 
calcular su valor de verdad procedemos a la inversa, es decir, usamos los valores 
de las fórmulas más simples para obtener los valores de las más complejas: 


1. (1 > p) es verdadera (toma el valor V), puesto que r es falsa y p 
verdadera; 

2. (1 p) es falsa (toma el valor F), puesto que (r > p) es verdadera; 

3. (1 VW) es falsa, ya que r y q son ambas falsas; 


4 (1Wg) =->(r= p) es verdadera porque tanto el antecedente como el 
consecuentes son falsos. 


(Debe entenderse que las expresiones «es verdadera» y «es falsas son abre 
viaturas de «Loma el valor Y con la asignación v» y «toma el valor F con la 
asignación v», respectivamente.) 

La siguiente tabla resume el procedimiento que hemos seguido y es uno 
de los modos en que suelen presentarse este tipo de cálculos: 





(rv q) =+=(r= p) 





En la linea superior hemos escrito la descomposición de la fórmula en sus 
subiórmulas. Debajo de las letras proposicionales figuran los valores de verdad 
que les atribuye la asignación y debajo de cada una de las fórmulas compuestas 
su valor de verdad, calculado del modo que hemos explicado, Como indica la 
tabla, la fórmula (rv q) —=(r => p) es verdadera (toma el valor V) con la 
asignación v Por lo que explicaremos a continuación, es importante observar 
que no decimos que v asigna un valor a la fórmula, sino que la fórmula toma 
un valor con la asignación y, 

Una asignación determina el valor de verdad de todas las fórmulas del 
lenguaje, pero, en sentido estricto, no atribuye valores de verdad a todas ellas. 
Como sabemos, una asignación es una función cuyo dominio es el conjunto de 
las letras proposicionales y, por tanto, sólo a estas fórmulas les asigna un valor 
de verdad, Ahora bien, desde el momento en que fijaros una asignación los 
valores de verdad de todas las fórmulas del lenguaje quedan completamente 
determinados. Sin duda, el ejemplo anterior nos puede ayudar a convencernos 
de este hecho, pero un ejemplo no es una demostración. El siguiente argumento 
generaliza las ideas básicas del ejemplo y, sin llegar a serlo, se acerca mucho 
más a lo que sería una demostración. | 

En la determinación del valor de verdad de una fórmula intervienen tres 
componentes: la estructura sintáctica de la propia fórmula, las condiciones 
de verdad de las conectivas y la asignación. Una condición necesaria para que 
el valor de verdad de una fórmula esté determinado es que la, estructura de 
la fórmula lo esté, Si no lo estuviera, es decir, sí alguna fórmula tuviera más 
de una lectura (lo que sucedería, por ejemplo, si alguna pudiera considerarse 
como un condicional y al mismo tiempo como una conjunción), entonces el 
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valor de verdad de estas fórmulas dependería del modo en que las leyéramos. 
La ausencia de ambigiedad sintáctica de las fórmulas es una condición nece- 
saria para que su valor de verdad esté determinado. El valor de verdad de las 
fórmulas depende también de las condiciones de verdad de las conectivas. Si, 
por ejemplo, modificamos las condiciones de verdad del condicional de modo 
que sean falsos aquellos que Henen antecedente falso y consecuente verdadero, 
el valor de verdad de muchos condicionales cambiará. Ahora bien, estos dos 
componentes de los que depende la determinación de los valores de verdad de 
una fórmula han sido fijados de antemano. Por un lado, la lectura única de 
las fórmulas está garantizada por las reglas de construcción del lenguaje. Por 
otro lado, las condiciones de verdad de las conectivas ya han sido fijadas al co- 
mienzo de esta sección. De este modo, cuando fijamos la asignación, todos los 
componentes que intervienen en la determinación del valor de verdad de una 
fórmula quedan fijados y, por tanto, el valor de verdad de todas las fórmulas 
del lenguaje queda completamente determinado. o 

Es posible extender una asignación dada a una función que asigne a cada 
una de las fórmulas del lenguaje el valor de verdad determinado por dicha 
asienación. Así, si v es una asignación y OL y B son fórmulas, definimos una 
función Y (la extensión de v) del siguiente modo: 


v(p) =v(p), para toda letra proposicional p; 
vea) =V sii Ya)=F; 

van p)=VW sii V(a) =V y vB) =V; 
vv B)=VY sii vía) =V o v(B) =V; 

5. Ha=>PB)=VY sii v(0) =F o v(B) =Y; 

6. Mas B)=V sii v(0) = v(B). 


pos Non 


Si y es una asignación, la igualdad 
vn) =V 


significa que Qe toma el el valor Y con la extensión de la asignación v o, dicho 
en la terminología que venimos usando, que v hace verdadera a 0 o que al es 
verdadera con la asignación v. Naturalmente, s1 


va) =F 


diremos que v hace falsa a 04 o que 0 es falsa con la asignación v. En lo sucesivo, 
simplificaremos la notación usando la misma, letra para la asignación y para 
su extensión y escribiremos e«v( 01) w ¿n lugar de «v(0)». Esta simplificación 
introduce cierta ambigitedad notacional, pero no puede derivarse de ella ningún 
malentendido. Si 0 es una fórmula compuesta, v(0) no puede ser otra cosá que 
el valor de verdad que la extensión de v asigna a (Gl, ya que las asienaciónes 
no atribuyen valores de verdad a las fórmulas compuestas. Si 0 es una letra 
proposicional, v(0) puede ser tanto el valor que v asigna a O. Como el valor qué 
la extensión de v asigna a 01, pero este detalle carece de importancia porque 
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ambos valores coinciden (esto es precisamente lo que afirma la primera cláusula 
de la definción de y), 


2. Tautologías y contradicciones 


Una tautología es una fórmula tal que toda asignación la hace verdadera: 
una contradicción es una fórmula tal que toda asignación la hace falsa: una 
fórmula contingente es una fórmula para la que hay alguna asignación que 
la hace verdadera y alguna asignación que la hace falsa. Estas definiciones 
pueden enunciarse algo más formalmente del siguiente modo: 


una fórmula Q es una tautología sii para toda asignación y, v(0t) =V; 
2, sl a fórmula 0 es una contradicción sii para toda asignación v, v(a1) = 


3. una fórmula 0 es contingente sii hay alguna asignación v tal que 
v(a) =V y hay alguna asignación y tal que v(a) =F. 


EJEMPLOS 


l. La fórmula 
(pAq)=> p 
es una tautología. Veámoslo. Sea v una asignación cualquiera, Si 
v(p) =V, el consecuente es verdadero con la asignación v; si v(p) =F, 
entonces v hace falso al antecedente. Puesto que en ambos casos v ha- 
ce verdadero condicional y v es una asignación cualquiera, concluimos 


que toda asignación lo hace verdadero. El mismo razonamiento nos 
permite concluir que 


p=>(pVg) 
también es una tautología. 
2. Las fórmulas 
pAzp, 
Pp* Pp, 


(7pA>=3) € (pV q) 


son contradicciones. Es obvio que las dos primeras son falsas tanto 
$1 p toma el valor Y como si toma el valor F, La última fórmula no 
puede ser nunca verdadera, ya que las fórmulas que componen el 
bicondicional no pueden tomar el mismo valor de verdad: la única 
asignación que hace verdadera a (=p A q) es la que atribuye el valor 
F tanto a p como a q, y precisamente esta asignación es la única que 
hace falsa a (pY g). 
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3 La fórmula A 
(p=>q) => (pA 9) 


es contingente: es verdadera con la asignación que atribuye a pel 
valor Y y a q el valor F, y es falsa con las restantes asignaciones. 


PROPOSICIÓN 7.1. 


(1) Toda fórmula es una toutología, una contradicción o una fórmula 
contingente. 


(2 La negación de una ftautología es una contradicción. 
(2 La negación de una contradicción es una tautología. 
(4) La negación de una fórmula contingente es una fórmula contingente. 


DEMOSTRACIÓN. La primera observación es una consecuencia inmediata de 
las definiciones de los tres conceptos. La justificación de la segunda es análoga 
a la de la tercera. Justificaremos sólo (3) y (4). 

(3) Si a es una contradicción, entonces toda asignación la hace falsa; así, 
toda asignación hace verdadera 6 y, por tanto, >0 es una tautología. 

(4) Si Ot es una fórmula contingente, entonces hay alguna asignación que 
la hace verdadera y alguna asignación que la hace falsa. Es evidente entonces 
que existen asignaciones que hacen falsa a >0 (precisamente las que hacen 
verdadera a (1) y también asignaciones que hacen verdadera a 0 (las que 
hacen falsa a 06), Asi, 70 es contingente. 


SELECCIÓN DE TAUTOLOGÍAS 


La siguiente lista contiene alguna de las tautologías cuyo interés ha me- 
recido que se les diera un nombre. Hay otras dignas de figurar en la lista, pero 
la mayor parte de éstas deberemos mencionarlas en la sección que dedicamos 
al concepto de equivalencia lógica y por eso las omitimos ahora. 
a—>0 (ley de identidad). 
ov=oeae (ley del tercio excluso). 

(0440) (principio de no contradicción). 
La>0)>0- (ley de Clavius). 
=0>(a0>B) (ley de Duns Scoto). 


pe Ma 


(a Pu) => (ley de Peirce). 
((a=PB)40)—>B - (Modus ponens). 
((a— B)4B) == (Modus tollens). 


o 1 mp 


- AF TURETTTTT AAN] A AA A o AAA -— XQ 





Ñ 


— e 


A 
A AA E 


— AAA 5 


A 
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La justificación de las cinco primeras es inmediata y (8) se justifica de 
modo análogo a (7). Justificaremos (6) y (7). 
(6) Supongamos que y es una asignación cualquiera y veamos que 


(+) v(((a.—= B) +0) +) =V. 


Existe dos posibilidades: v(0) =V o v(a) =F. Si v(a1) = V, entonces se cumple 
(+), pues v hace verdadero al condicional. Si v(a1) =4, entonces v(a. + B) =V; 
por tanto, v((a + B) => 0a)) =F y, de nuevo, se cumple (+), pues ahora v 
hace falso al antecente del condicional, Puesto que necesariamente v(00) =V o 
v(a) =F y en ambos casos se cumple (+), concluimos que (+). 

(7) Mostraremos que las asignaciones que hacen verdadero al antecedente 
también hacen verdadero al consecuente. Si es ves una asignación tal que 


v((a= B) Aa) = Y, 


entonces v(0) =VY y vía — BP) =V; por tanto v(B) = V. Esto muestra que no 
hay asignaciones que hagan verdadero al antecedente y falso al consecuente 
del condicional ((a =P) 40) =P, es decir, que no hay asignaciones que hagan 
falso a este condicional y, en consecuencia, que es una tautología. 


Todas las fórmulas de la lista anterior son, en rigor, esquemas de tauto- 
logías. Los esquemas representan estructuras o formas lógicas que dan lugar 
a fórmulas concretas cuando se sustituyen todas sus variables por fórmulas 
concretas (una variable debe sustituirse por una sóla fórmula, pero dos o más 
variables distintas pueden sustituirse por una misma fórmula). El resultado 
de cada una de las posibles sustituciones es una fórmula que tiene la estruc- 
tura del esquema usado para obtenerla. Cuando decimos de estas fórmulas 
esquemáticas (o esquemas) que son tautologías o contradicciones, lo que que- 
remos decir es que toda posible sustitución de sus variables da lugar a una 
tautología o, respectivamente, a una contradicción, Por ejemplo, las fórmulas 


pap, 
(pa v-p=3), 
(=p Ap) 
son tautologías que se obtienen de las leyes anteriores. Las dos primeras son 
casos particulares de la ley del tercio excluso: la primera resulta de sustituir a: 
por p y la segunda de sustituir (€ por (p +). La tercera resulta de sustituir 
GC por =p en el principio de no contradicción. 


J. Tablas de verdad 


Existe un procedimiento mecánico que nos permite decidir en un número 
finito de pasos si una fórmula dada es una tautología, una contradicción o una 
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fórmula contingente. Este procedimiento es el llamado metodo de las tablas 
de verdad y consiste esencialmente en calcular el valor de verdad que toma 
la fórmula dada con cada asignación. Antes de describir cori más detalle este 
imétodo tenemos que enfrentarnos a un pequeño problema téenico. La primera 
pregunta a la que debe responderse cuando se desea aplicar el método de las 
tablas de verdad a una fórmula dada es ¡qué asignaciones deben tomarse en 
consideración? Para ver por qué esta pregunta plantea un problema es nece- 
sario recordar que, por definición, una asignación es una función que asigna 
valores de verdad a todas las letras proposicionales del lenguaje considerado 
y no sólo a las que aparecen en una fórmula dada, Supongamos, por ejemplo, 
que deseamos calcular de modo sistemático el valor de verdad que toma una 
fórmula £ que sólo tiene tres letras proposicionales con cada una de las asig- 
naciones posibles. Si las únicas letras del lenguaje son las que aparecen en 0%, 
entonces sólo hay ocho asignaciones, pero si € pertenece a un lenguaje que 
tiene, digamos, 5 letras proposicionales (aunque dos de ellas no aparezcan en 
0), entonces hay 32 (2%) asignaciones, Por otro lado, es intuitivamente claro 
que para conocer el valor que toma (con las 32 asignaciones basta con cal- 
cular el valor que toma con las 8 posibles atribuciones de valores de verdad a 
las 3 letras que aparecen en ella, ya que Q£ tomará el mismo valor de verdad 
con todas las asignaciones que sólo se diferencien en los valores atribuidos a 
las letras que no aparecen en ella, Este hecho, que ya habíamos utilizado, es 
el que establece la siguiente proposición: 


PROPOSICIÓN 7.2. Siv, y va son des asignaciones que coinciden en los va- 
lores de verdad que asignan a las letras proposicionales de una fórmula 0, 
entonces v¡ (q) = (9). 


DEMOSTRACIÓN. Vamos a justificar esta proposición con ayuda del primer 
principio de inducción para fórmulas. Con el propósito de facilitar la com- 
prensión del argumento, volveremos a distinguir notacionalmente entre una 
asignación y su extensión. La propiedad P que deseamos mostrar que cumple 
toda fórmula q es: sl y, y va son dos asignaciones que colnciden en los valores de 
verdad que asignan a las letras proposicionales de q, entonces Y, (9) = (0). 
Recordemos que, según el principio de inducción, para justificar que toda 
fórmula tiene la propiedad P basta mostrar que 1) toda letra proposicional 
tiene la propiedad P, 2) si O: tiene la propiedad P, entonces -a también la 
tiene, y 3) si q es de la forma (a+ B) (donde + es una conectiva binaria) y Ul y 
f tienen la propiedad P, entonces (a+) también la tiene. Veamos ahora que 
se cumplen estas tres condiciones: 

1) Si p es una letra proposicional cualquiera, y v¡ y vs coinciden en el 
valor de verdad que asignan a p, es obvio que Y, (p) =+2[p). 

2) Supongamos que dl tiene la propiedad Y (hipótesis inductiva) y veamos 
que 0: también la tiene, esto es, que si v; y vz coinciden en los valores que 
asienan a las letras proposicionales de 0, entonces %, (01) = va(0). Para 
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demostrar esto, suponemos que v; y va coinciden en los valores que asignan a 


las letras de 0. Puesto que (£ tiene las mismas letras proposicionales que =0x, 


v, y va coinciden también en los valores que asignan a las letras de 0, lo cual 


implica, por la hipótesis inductiva, que 7, (0) =v2(0:). Así, 


Ma)=Y si v(a)=F por definición de Y, 
sii (a) =F por hipótesis inductiva, 


sii Vi(=01)=V por definición Y. 


Esto muestra que Y; (01) = Va(=01). 

3) La demostración es básicamente la misma para todas las conectivas 
binarias, de modo que la haremos sólo para el caso de la conjunción. Supon- 
gamos que G£ y B tienen la propiedad P (hipótesis inductiva) y veamos que 
(04 B) también la tiene, esto es, que si v, y vs coinciden en los valores que 
asignan a las letras proposicionales de GA B, entonces Y, (04 B) = (0 A B). 
Para demostrar esto último, suponemos que +¡ y va coinciden en los valores 
que asignan a las letras de 04 f. Ahora, es evidente que v; y vs coinciden 
también en los valores que asignan a las letras de Q: y de B consideradas por 
separado. Podemos aplicar entonces la hipótesis inductiva para concluir que 
v(0)=v(0) y v,(B) =5,(B). Así, | 


M(RAB)=VY sii v(a0)=V y (Pp) =V por definición de Y, 


sii va(oa)=V y va(B) =V por hipótesis inductiva, 
sii VlaAfpB)=V por definición 7. 


Esto muestra que P,¡(aA PB) =% (0 AB). 

El primer principio de inducción para fórmulas nos permite ahora concluir 
que para toda fórmula q, si y, y vz son dos asignaciones que coinciden en 
los valores de verdad que asignan a las letras proposicionales de q, entonces 


vi (9) = va (0). O 


La proposición que acabamos de justificar nos permite identificar para 
ciertos propósitos el concepto de asignación con el de atribución de valores de 
verdad a las letras proposicionales que aparecen en la fórmula o fórmulas que 
en ese momento se están tomando en consideración. Un caso particular en que 
se aplica esta proposición es el método de decisión de las tablas de verdad. 
Para decidir si una fórmula dada es una tautología, una contradicción o una 
fórmula contingente basta considerar todas las posibles atribuciones de valores 
de verdad a las letras proposicionales que aparecen en la fórmula y calcular, 
del modo que ya hemos explicado, el valor de verdad que toma la fórmula con 
cada una de ellas, Este procedimiento de decisión es puramente mecánico y 
concluye siempre en un número finito de pasos, puesto que tanto el número 
de subfórmulas de una fórmula cualquiera como el número de atribuciones 
posibles de valores de verdad a las letras que aparecen en ella es finito. La 
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tabla de verdad de la fórmula 


(rv q) =-([r= p) 


que nos ha servido de ejemplo en la sección 7.1 es: 


p q r|rvg|r+p|(r>p) | (rVvg)>>-(r> p) 
vwvvlvlsy Rol Fo 
vv orlvloy F F 
vervlvloy F FE 

V OFF FL v F y 
Fvrvlvlsr y y 
FOVFIÍVI|y F E 
FEFEV|IvV)]|F y v 
FERRE v F y 


Como se ve en su tabla de verdad, se trata de una fórmula contingente puesto 
que es verdadera con algunas asignaciones y falsa con otras. 

Estrictamente hablando, la tabla de verdad de una fórmula consta 
sólo de las columnas correspondientes a las asignaciones y de la columna final 
donde figura el valor de verdad que toma la fórmula con cada una de las 
asignaciones. En nuestro ejemplo de tabla de verdad hemos seguido la práctica 
usual de incluir también las columnas donde figuran los cálculos intermedios 
con el propósito de facilitar la comprensión del modo en que se obtienen los 
valores finales. 

El método de las tablas de verdad es efectivo, pero es tedioso y muy poco 
eficiente, Vamos a mostrar con un par de ejemplos un modo de razonar que 
no €s puramente mécanico, pero nos permite llegar a una conclusión con más 
rapidez y eficiencia que usando las tablas de verdad. Aunque ya sepamos la 
respuesta, tiene intererés que mostremos cómo razonariamos si deseáramos 
saber sin hacer la tabla de verdad qué tipo de fórmula es el condicional del 
ejemplo anterior. Por un lado, no es una contradicción, porque cualquier asig- 
nación que haga falso al antecedente hará verdadero al condicional; esto es, si 
vir] =F y v(q) =F, entonces v hace verdadero al condicional. Por otro lado, no 
es una tautología, pues el condicional puede ser falso; para que una asignación 
Y lo haga falso debe hacer verdadero al antecedente y falso al consecuente; 
decir, y debe cumplir que 


vírv q) =V y vir p)=Y; 
pero es evidente que toda asignación que, por ejemplo, haga verdaderas a r y a 


p cumple estas condiciones; asi, estas asignaciones, entre otras, hacen falso al 
condicional. Concluimos, por tanto, que se trata de una fórmula contingente. 
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Mostraremos ahora que el condicional 


(1= p) + (rv q) 


es una tautología, Supongamos que no lo es. Si v es una asignación que lo hace 


falso, entonces 

v(r= p)) =V y v(rv p) =F; 
si v(rV p)="F, entonces v(*) =F y v(q) =F; pero en este caso v(r> p)=V y es 
imposible que v(=(r => p)) = V; esto muestra que no existe ninguna asignación 
que haga falso a este condicional; concluimos, por tanto, que es una tautología. 
4, Ejercicios 


1. Clasifique las siguientes fórmulas en tautologías, contradicciones y fórmulas con- 


tingentes: 

(a) pp. 

(b) p=(9>p). 

(e) p=(q>-=p). 

(d) (=>) A>(pv q). 


) 
(e) pete pl 
) (Pq) +=(=pAg). 
(E) (pA=) + =(p + q). 
(h) (pq) V (=p + q). 
(1) (eg) A(pA (oq 1). 
MD (pelavi)-. =((pAq) = +). 
(k)  (pAg) =p =(gV 1). 
DY (=garo 0) e ((pvr > (qvs)). 


2. Halle dos tautologías, dos contradicciones y dos fórmulas contingentes construi- 
das con las letras proposicionales p y q y cuyas únicas conectivas sean la negación 
y la conjunción. Haga lo mismo con los siguientes pares de conectivas: 


(a) negación y disyunción, 
(b) negación y condicional, 
(ec) negación y bicondicional. 


3. Justifique si hacer uso del método de las tablas de verdad que las siguientes 
fórmulas son tautologías (para cualesquiera 0%, B y Y): | 


(aj ((a=>B)a (a -=B)) +-=0. 
(b) (a B)v (ya). 
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(cd) as [(aAB)v (an -B)). 

(d) (ua (B=>4) e (an P) > y). 
(e) ((u— B)A(B= 1) + (0. > 1). 

(E) (a=>B)> ((avy > (Bvy). 

(2) ((a—V1A(B= 0) > ((0v B) + y). 


Si los siguientes enunciados son verdaderos para cualesquiera fórmulas (í y f, 
justifiquelos; si son falsos muestre que lo son: 


(a) Sir y B son contingentes, entonces 0 V | es contingente. 

(b) Si a y PB son contingentes, entonces GA $) es contingente, 

(ec) Sia y f son contingentes, entonces O + Pes contingente. 

(d) Sia y f son contingentes, entonces + $ es contingente. 

(e) Sia y P son contradicciones, entonces € + B es una tautología, 

(1) Si a.es una tautología, entonces $ => es una tautología. 

(8) Si or es una contradicción, entonces 04 Pes una tautología. 

(h) GrAB es una tautología sii si tanto q como B son tautologías, 

(1) SicrAfB es una contradicción, entonces al y B son contradicciones. 

(1) SiavB es una tautología, entonces Qt o f son tautologías. 

(k) Si av P es una fórmula contingente, entonces € y son contingentes. 

(1) Si 0 es una tautología, entonces 0. es una contradicción o $ es una 
tantología. 

(m) 51 0—=>B es una fórmula contingente, entonces Ol y son contingentes. 

Indique en cada una de las situaciones que se describen a continuación qué tipo 

de fórmula es PB. Tenga en cuenta que en algunos casos la respuesta correcta es 

una negación del tipo: «eno es una tautologiía». Justifique la respuesta. 


(a)  0ces una tautología y 00 + $ es una contradicción. 


(bj) ces una tautología y «AB es contingente. 
(c)  G6es una tautología y «AB es contradicción. 
(d)  Ges una tautología y 1 — B es contingente. 


] 
)  Gtes una tautología y 0: + Bl es contradicción. 
aces una contradicción y + Bes una contradicción, 
(8) dQes una contradicción y av 3 es una contradicción. 
) (ces una contradicción y 00 PB es contingente, 

) 


G6es contingente y Y Bes tautología. oe 
0Ues contingente y o. A B es contradicción. e 
oyes contingente y 00 |) es tautología. 

(m) es contingente y a: > B es contingente. 





es una contradicción y B—= a es una tautología. E 








CAPÍTULO 8 
EQUIVALENCIA LÓGICA 


1. El concepto de equivalencia lógica 


Dos fórmulas son lógicamente equivalentes si toman el mismo valor 
de verdad con toda asignación. Formulado con algo más de precisión: 01 es 
lógicamente equivalente a B si y sólo si para toda asignación v, vía) =v(B). 
Escribiremos 

o. =P y | 0x%p 


para expresar, respectivamente, que Qt equivale lógicamente a f y que at y B 
no son lógicamente equivalentes. | 
Podemos demostrar que 0: = f justificando que para toda asignación y, 


vaj=Y si v(B)=V 
o, alternativamente, que para toda asignación y, 
vo)=PF sii v(B)=F, 


En cada caso elegiremos la opción que nos parezca más conveniente. Más 
adelante veremos otros procedimientos para demostrar que dos fórmulas son 
lógicamente equivalentes. 

Es muy importante no confundir el bicondicional con la relación de equi- 
valencia lógica. El símbolo «++» es una conectiva del lenguaje formal, mientras 
que el símbolo «=> pertenece al metalenguaje, esto es, al lenguaje que usamos 
para hablar del lenguaje formal. Así, por ejemplo, mientras que p + q no es 
un enunciado, sino una fórmula (esto es, un objeto) del lenguaje formal, 


p=3 


no es una fórmula, sino un enunciado del metalenguaje que afirma que p 
es lógicamente equivalente a q. Esta diferencia se comprende mejor cuando 
observamos que el enunciado «p= q» es falso, vá que p y q pueden tomar 
distinto valor de verdad; pero en cambio la fórmula p ++ q no es por sí misma, 
ni verdadera ni falsa, sino verdadera con algunas asignaciones y falsa con otras. 

Aunque sean diferentes, el bicondicional y la relación de equivalencia 
lógica guardan cierto parentesco y precisamente por ello existe el peligro de 
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confusión. La siguiente proposición pone de manifiesto la relación exacta que 
hay entre el bicondicional con la equivalencia lógica; 


PROPOSICIÓN 8.1. Para cualesquiera fórmulas Q y B, 


o=P sio es una tautología. 


DEMOSTRACIÓN, —Si dí y B son fórmulas cualesquiera, 


CL 


B sii para toda asignación v, v(0) =v(B), 
sii para toda asignación v, v(a + B) =V, 
sli 04 es una tautología. O 


Una consecuencia inmediata de esta proposición es que el método de 
las tablas de verdad también nos permite decidir si dos fórmulas Qt y B son 
lógicamente equivalentes: para ello basta con decidir mediante este método si 
el bicondicional 0. ++ $ es o no una tautología. Obsérvese además que si Ql y 
$ tienen las mismas letras proposicionales, entonces a = f) si y sólo si 0 y B 
tienen la misma tabla de verdad. 


PROPIEDADES BÁSICAS DE LA EQUIVALENCIA LÓGICA 
Para cualesquiera fórmulas at, B y y, 


1. 06=au (reflexividad), 
2. sia=|p, entonces P= a (simetria), 
3. si0a=[ y B=y, entonces Q,= Y (transitividad). 


Las tres propiedades son tan evidentes que no precisan justificación, Con- 
siderada desde el punto de vista de la teoría de conjuntos, la equivalencia lógica 
es, como su propio nombre indica, una relación de equivalencia en el conjunto 
de las fórmulas del lenguaje. Todas las fórmulas que pertenecen a la misma 
clase son lógicamente equivalentes y dos fórmulas lógicamente equivalentes 
pertenecen a la misma clase, 

La transitividad de la equivalencia lógica permite justificar equivalencias 
del siguiente modo: para mostrar que una fórmula 0 es equivalente a una 
fórmula B basta con encontrar una sucesión de fórmulas O¡,...,0, tal que 


01= (0; 
O) = O 
Ubar—1 = Uy 


Ol, = P 
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La cadena de fórmulas que nos lleva de una fórmula a otra lógicamente 
equivalente no tiene por qué ser única, Un poco más adelante veremos varias 
aplicaciones de este procedimiento. 
SELECCIÓN DE EQUIVALENCIAS LÓGICAS 

l, Ley de la doble negación. 

0 = 0%. 
2. Idempotencia de la conjunción y de la disyunción. 


(aj QAAÁ0d=O0, 
(b) ava=a. 


A 


Conmutatividad de la conjunción y de la disyunción. 


(a) a0AB=Bao. 
(b) avB=Bvo. 


4d.  Asociatividad de la conjunción y de la disyunción. 


(a) (AAB)Ay=kUA (BAY) 
(b) (avB)vy=av(Bvy. 


2. Distributividad de la conjunción respecto de la disyunción y de la 


disyunción respecto de la conjunción. 


(a) aA(Bvy) =(aAB) V (04 y). 
(b) avíBay=(avB)aA (av y. 


6. Leyes de De Morgan. 


(a) (0 VB)=-0.4=B. 
(b) (an B)=-=0v =p. 


Las equivalencias de los cuatro primeros apartados son evidentes. Las dos 
propiedades distributivas y la dos leyes de De Morgan se justifican de modo 
análogo, por lo que sólo justificaremos las primeras leyes de cada uno de estos 
Casos. 

(5a) Para ver que LA (BV y) toma siempre el mismo valor de verdad 
que (GA B) Y (004 y), mostraremos por separado que toda asignación que hace 
verdadera a la primera hace verdadera a la segunda y que toda asignación que 
hace verdadera a la segunda hace verdadera a la primera. 
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Si v es una asignación tal que v(0.A (Bv y)) = V, entonces vía) =V y 
(Bv) = V; distinguimos entonces dos casos: 


v(B) = V O vn) =V; 


dado que v(a) =V, si v(B) = V, entonces v(oA B) =V, y si v(y) =V, entonces 
vía A y) =V; así, en cualquier caso 


v((0.AB) v (a. y) =V 


Sea ahora v una asignación tal que v((a. AB) v (0.4 y)) =V; existen entonces 
dos casos: 
vía AB) =V O v(aLA y) = V. 


Si v(a6A B) = V, entonces v(a) =V y v(B) =V; por tanto v(aLA (Bv y) =V, 
Análogamente, si v(0.4 y) =V, entonces v(aA (Bv y) =V. 

(Ga) En esta ocasión no separaremos los condicionales y justificaremos 
directamente que toda asignación hace verdadera a una de las fórmulas si y 
sólo si hace verdadera a la otra. Para toda asignación v: 


vi(avB)=V sii v(avB)=F, 
sii v(a)=F y v(B)=F, 
si vro)=VY y ví=B) =YV, 
sii va AB) =V. Oo 


Sobre la lista anterior es necesario hacer la misma advertencia que hicimos 
en el caso de las tautologías. Todas las equivalencias de la lista son, en rigor, 
esquemas que dan lugar a equivalencias lógicas concretas cuando se sustitu- 
yen todas sus variables por fórmulas concretas. Por otro lado, es importante 
observar que puede obtenerse un esquema de tautologías de cada uno de estos 
esquemas de equivalencias, tal como establece la proposición 8.1. 


(OMISIÓN DE PARÉNTESIS 


Las leyes asociativas de la conjunción y de la disyunción justifican la in- 
troducción de una nueva regla de simplificación de paréntesis: se pueden omitir 
los paréntesis cuya única finalidad es agrupar una sucesión de conjunciones 0 
de disyunciones. En los siguientes ejemplos las fórmulas de la derecha resultan 
de aplicar esta regla de omisión de paréntesis a las fórmulas de la izquierda: 


(pA=t) A (q Ar) pA=tAqAr, 
pvúW(=9Wr)) pWiv-qgWr, 
(pt) A (9 A (rV p)) (p ==) Ag A(rV p), 


p=> (tv av (rA p)). 


p => (atv (q V (rA p))) 
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PRINCIPIO DE SUSTITUCIÓN DE FÓRMULAS EQUIVALENTES Si en una fórmula 
a sustituimos una de sus subfórmulas H por una fórmula lógicamente equiva- 
lente a B, obtendremos una fórmula lógicamente equivalente a O. 


No vamos a demostrar con todo rigor este principio, pero la siguiente 
observación mostrará que se cumple. Si sustituimos una, subfórmula de una 
fórmula dada por otra lógicamente equivalente a ella, el valor de verdad que 
toma la fórmula inicial con una asignación cualquiera debe ser el mismo que el 
que toma la fórmula que obtenemos después de efectuar la sustitución, puesto 
que hemos sustituido una subfórmula por obra fórmula que toma el mismo 
valor de verdad que ella con cualquier asignación. 

Veamos un ejemplo. La fórmula 


>(pAq)=>>(pA=>r) 
es lógicamente equivalente a 
(Sp W q) =>-(pAr) 


porque ésta resulta de sustituir dos subtórmulas de la primera por dos fórmulas 
lógicamente equivalentes a ellas: (pAq) por 5pV q y 7r por F. 


2 Eliminación de conectivas 


Todas las conectivas excepto la negación pueden eliminarse en favor de 
otras, lo cual significa que todo lo que expresamos con tuna de estas conectivas 
puede expresarse también con otras diferentes. Ofrecemos a continuación la 
lista de las equivalencias necesarias para justificar esta afirmación y después 
la formularemos con precisión: 
as P=(0.=>B)A(B= a). 
a=P= (a. AB). 
av p=-=(50.4=B). 

o B==0Y B. 
aAPB=-(-0V =p). 
oLA B= (01 — =P). 
av p=-=a> fp. 


A A A A PE 


Justificaremos las tres primeras equivalencias y dejaremos las restantes 
como ejercicio. 


(1) Para toda asignación 1: 


vas pB=F sii vía) =V y v(B) =F, o v(a) =F y v(B) =V 
sii v(a=>PB)=Fov(B= 0) =F 
sii vi(a=PB)A(B= a)) =F 
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(2) Para toda asignación v: 
vaB)=VY sii v(a)=F o v(B) =V 
sii v(a)=F o v(-B) =F 
sii yY(aA-p)=+F 
sii vía AB) =YV 


a 


(3) La justificación de que 0 VB =-=(+0. 48) es un ejemplo particularmente 
sencillo de aplicación de la transitividad de la equivalencia lógica y del principio 
de sustitución de fórmulas equivalentes: 


avB= (av B) 
= A -0A-B) 


por la ley de la doble negación, 

por la ley de De Morgan anterior. [J 
Hablando con cierta informalidad, la segunda y la tercera equivalencia nos 

dicen cómo expresar el condicional y la disyunción en términos de la negación 


y la conjunción. También el bicondicional puede expresarse en términos de 
estas conectivas, como muestra la equivalencia 


(8.1) a+ P==(a. AB) A(B A —0) 

que se obtiene al combinar (1) y (2). Las equivalencias (1), (4) y (5) con- 
sideradas en conjunto nos permiten expresar el bicondicional, el condicional 
y la conjunción en términos de la negación y la disyunción. La equivalencia 
correspondiente al bicondicional se obtiene aplicando (4) y (5) a (1): 

(8.2) 0 + B == (ay A) V=(-=BVa)). 

Por último, con ayuda de las equivalencias (1), (6) y (7) podemos expresar el 
bicondicional, la conjunción y la disyunción en términos de la negación y el 
condicional. La equivalencia correspondiente al bicondicional resulta de aplicar 


(6) a (1): 
(8.3) a+ p=-((a—= B) > =(B = a1)). 


En la siguiente proposición se formulan con precisión estos tres hechos. 


PROPOSICIÓN 8.2. 


(1) Toda fórmula es lógicamente equivalente a una que tiene los mismas 
letras proposicionales y cuyas únicas conectivas son la negación y la 
conjunción. 

(2) Toda fórmula es lógicamente equivalente a una que tiene las mismas 
letras proposicionales y cuyos únicas conectivas son la negación y la 
disyunción. 





152 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


(3) Toda fórmula es lógicamente equivalente a una que tiene las mismas 
letras proposicionales y cuyas únicas conectivas son la negación y el 
condicional. 


DEMOSTRACIÓN. Los tres apartados se justifican de modo análogo, por lo 
que justicaremos sólo (1) y dejaremos la demostración de (2) y (3) como ejer- 
CciCIO. 

Para facilitar la exposición, usaremos 0 para referirnos a una fórmula que 
tiene las mismas letras proposicionales que (£ y cuyas únicas conectivas son 
la negación y la conjunción. Así, lo que deseamos justificar es que para toda 
fórmula a hay una fórmula o lógicamente equivalente a (€. La demostración es 
otro ejemplo de aplicación del primer principio de inducción para fórmulas. En 
este caso, la propiedad es, obviamente, la de ser lógicamente equivalente a una 
fórmula que tiene las mismas letras proposicionales y cuyas únicas conectivas 
son la negación y la conjunción. Brevemente, una fórmula Ol tiene la propiedad 
en cuestión si hay una fórmula ol lógicamente equivalente a CL. 

1) Todas las letras proposicionales tienen la propiedad, pues no tienen 
conectivas y son equivalentes a sí mismas. 

2) Supongamos que ol tiene la propiedad, es decir, supongamos que existe 
o! tal que = 0 (hipótesis inductiva). Observemos ahora que 0% tiene las 
mismas letras proposicionales que 0 y que sus únicas conectivas son la ne- 
gación y la conjunción. Además, 0 =-=0', pues 0 = 0%. Esto muestra que a 
es equivalente a una fórmula tiene las mismas letras proposicionales y cuyas 
únicas conectivas son la negación y la conjunción. o 

3) Supongamos que Q: y P tienen la propiedad, es decir, que existen ol 
y P' tales que u=0' y P=P' (hipótesis inductiva). Es fácil verificar que se 
cumplen las siguientes equivalencias: 


CAB =aAP por h, ind. 

av ==(-0 AB) por h. ind. y eq. (3) de esta sec. 
0>PB =-=(0 AB por h, ind. y eq. (2) de esta sec. 
asp =>(0 AB) A-(PB' A-a) por h. ind. y eq. (8.1). 


Puesto que todas las fórmulas de la izquierda tienen las mismas letras propo- 
sicionales que 0+ B (donde + es una conectiva binaria) y sus únicas conectivas 
son la negación y la conjunción, concluimos que toda fórmula de la forma 01+ f 
es equivalente a otra que tiene la propiedad deseada. 

El primer principio de inducción para fórmulas nos permite ahora concluir 
que toda fórmula es lógicamente equivalente a otra que tiene las mismas letras 
proposicionales y cuyas únicas conectivas son la negación y la conjunción. 


Veamos el modo de eliminar en la práctica una conectiva de una fórmula, 
Supongamos que deseamos hallar una fórmula lógicamente equivalente a una 
dada en la que no aparezca una conectiva como, por ejemplo, el condicional. 
Elegimos una subfórmula de la forma (> PB y la sustituimos por GV Bo por 
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(064 (3), dependiendo de sí deseamos eliminar el condicional en favor de la 
negación y la disyunción o en favor de la negación y la conjunción. Si en la 
fórmula que resulta de realizar esta sustitución no aparece ningún condicional, 
ya hemos concluido; si aparece todavía algún condicional, repetimos con esta 
fórmula la misma operación que acabamos de hacer con la inicial. Después de 
un número finito de sustituciones llegaremos a una fórmula que, en virtud del 
principio de sustitución de fórmulas equivalentes y de la transitividad de la 
equivalencia lógica, será equivalente a la de partida y en la que no aparecerá 
el condicional. 

Un ejemplo nos ayudará a entender el procedimiento. La siguiente suce- 
sión de equivalencias muestra cómo obtener una fórmula lógicamente equiva- 
lente a 

(p + r) => (q V p) 
cuyas únicas conectivas son la negación y la conjunción: 


(per) As(qV p)) por (2), 
((p=>+)Mr= p) A=[qV p)) por (1), 
= =(P(pA=r) Aa(rA=p) A>(qV p)) por (2), 
(P(pA=) A=(rA=p) A=9A=p) por (3). 


(pS r)= (9V p) 


tl 


3. Ejercicios 


1. Averigúe si las siguientes equivalencias lógicas son verdaderas o no. Justifique la 
respuesta, 


(a) pVp=p. 

(b) p=>9=>p> 

() pep==pe-q9. 

(dd) [pvq)="r=l[p=>0'wV (q = r). 
le) (pYg) =>r=lp=>r)Alg=r). 
(0) p=>(9VWr)=(p=>3)V (p=r). 


ls) (pq) >r=p> (9 >). 


2. Para cada una de las equivalencias siguientes encuentre fórmulas € y PB (no 
necesariamente distintas) que las hagan verdaderas: 


== |. 


A 
+ 
a 


HA 
4, 
rr Hs? a ar ar 


o =-00A B. 

av P=0o-= 
a+ Pp=pP= 0. 
00 PB=o.4 f. 


dE 


AnD 
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Justifique, aplicando la definición de las condiciones de verdad de las conectivas, 
las siguientes equivalencias: 


(a) 0>B=-=B= =0 (ley de trasposición). 

(bj (a«AB)=y=0a=(B= y (ley de exportación). 
(ec) a>(Bvy=(an-B) > y 

(d) (a +PB)=a+ Pp, 


(e) a5-B=(a4B) v (20.4 B). 


Si los siguientes enunciados son verdaderos para cualesquiera fórmulas 02, B y y, 
justifíquelos; si son falsos, halle un ejemplo que lo muestre. 


(aj Sia B=o, entonces Á es una tautología. 
(b) SiaAp=aAy, entonces f = Y. 

(ce) Sia=0owWB, entonces de es una tautología. 

(d) Si f es una contradicción, entonces (4= 01 Y B. 
(e) SiaAB=ov BP, entonces a =P. 

(1D) SioavfB=aVy entonces B=yY. 

lg) Sia AB=a=B, entonces l es una tautología. 
(bh) Sia AB=o => y, entonces P = Y. 

(li) SiovB=a-=> 8, entonces f es una tautología. 
M S50>+>B=0o-=>y, entonces $ = y. 


Justifique aplicando las equivalencias lógicas introducidas en las secciones 8.1 y 
8.4: 


la) (pVd)=>(pAaq)=pvq. 

(b) Ap + 9) =(pA=q)V (9 A=p). 
(c) p>(qVr)=(pAq)=>r 

(d) (po =>r=[p=>r)Alg= 1). 
(e) (pAq) —+-P= AF (=pY 7). 


Justifique las equivalencias 4, 5, 6 y 7 de la sección 8.2. 


Para cada una de las fórmulas siguientes halle otra equivalente cuyas únicas 
conectivas sean la negación y la conjunción. 


la) (pegar. 

(b) Hp q) Vr, 

lc) p=(gvr). 

(dy (Pp+q)V=r. 

le) (per) => (=9V p). 
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Para cada una de las fórmulas siguientes halle otra equivalente cuyas úni- 
cas conectivas sean la negación y la disyunción. 


(a) p=>(g=r). 

(b) (pg +". 

(e) Ep=gjA-w". 

(d) (pe q) =>. 

(e) (par) >=(9A p). 


Para cada una de las fórmulas siguientes halle otra equivalente cuyas únicas 
conectivas sean la negación y el condicional. 


(a) =(pAg)WVor. 
(b) (pvg er. 

() EpVg)V>. 
(d) =(p e q)V >". 
(e) (par) A(=qV p). 


Demuestre los apartados (2) y (3) de la proposición 8.2. 


Demuestre por inducción que toda fórmula es lógicamente equivalente a otra que 
tiene las mismas letras proposicionales, cuyas únicas conectivas son la negación, 
la conjunción y la disyunción, y tal que las negaciones sólo afectan a letras 
proposicionales. 


Sea oc una fórmula cuyas únicas conectivas son la negación, la conjunción y 
la disyunción. Sea ol la fórmula que resulta de reemplazar en q. cada letra 
proposicional por su negación y de cambiar A por Y y Y por A. Demuestre por 
inducción que == 0. 


Sea p una letra proposicional y al una fórmula. Si B es una fórmula cualquiera, 
con P' nos referimos a la fórmula que resulta de reemplazar p por ce en fi, Sean 
v y u asignaciones tales que u atribuye a p el valor v(0) y a las restantes letras 
el mismo valor que v. 


(a) Demuestre que para toda fórmula B, v(B”) =u(B). 
(b) Demuestre que para toda fórmula P, B es una tautología sii P' es una 
tautología. 


¡Cuántas fórmulas no lógicamente equivalentes entre sí podemos formar con una 
sola letra proposicional?, ¡cuántas con dos letras proposicionales?, ¿y con tres? 
Generalice la respuesta a n letras proposicionales, 


¡Cuántas clases de equivalencia con respecto a la relación de equivalencia lógica 
hay en un lenguaje con una sola letra proposicional?, ¿cuántas en un lenguaje 
con dos letras?, ¿y con tres? Generalice la respuesta a n letras proposicionales. 





CAPÍTULO 9 


CONSECUENCIA LÓGICA 


l. Satisfacibilidad 


Un conjunto de fórmulas T' es satisfacible si existe una asignación que 
hace verdaderas a todas las fórmulas de P. Si T no es satisfacible decimos que es 
insatisfacible. Si una asignación v hace verdaderas a todas las fórmulas de un 
conjunto T (esto es, si para toda a € T, v(a) =V), decimos que v satisface [. 
Así, un conjunto de fórmulas T' es satisfacible si y sólo si existe una asignación 
v tal que v satisface T. Observemos que v satisface [0.) si y sólo si v(01) = V. 


PROPOSICIÓN 9.1. Para cualesquiera fórmulas Ci, ... ; O, 


(1) [01,...,0,) es satisfacible si y sólo si existe una asignación v tal que 
vías A... A05,)=YV, 

(2D (0,...,0,) es insatisfacible si y sólo si 041 A... A 0, es una contradic- 
ción. 


DEMOSTRACIÓN. —Justificaremos sólo (1), ya que (2) es una reformulación de 
(1). Por definición de satisfacibilidad, (0, ..., 0%, ]) es satisfacible sii existe una 
asignación v tal que v(a1,) =V y ... y v(0,) =V. Ahora bien, v(a1 A... AO) =V 
si v(0t) E v(0t,,) = Y. De este modo, A es satisfacible sil 
existe una asignación v tal que (a, A... AQ.) =V m 


Este resultado muestra que el problema de averiguar si un conjunto finito 
de fórmulas es satisfacible se reduce al de averiguar si una fórmula es o no 
una contradicción y, en consecuencia, que el método de las tablas de verdad 
también permite decidir si un conjunto finito de fórmulas es satisfacible, 

En los dos ejemplos siguientes mostraremos cómo llegar a una conclusión 
sobre la satisfacibilidad de un conjunto de fórmulas con más rapidez y eficiencia 
que usando las tablas de verdad. Para averiguar si un conjunto es satistacible 
suponemos que existe una asignación que hace verdaderas a todas las fórmulas 
del conjunto. Si esta suposición nos lleva a una contradicción, hemos mostrado 
que el conjunto es insatisfacible. Si el conjunto es satisfacible, este modo de 
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razonar nos ayuda a encontrar sin demasiadas dificultades una asignación que 
hace verdaderas a todas las tórmulas del conjunto. 


EJEMPLOS 
1. Para averiguar si el conjunto 


q =p, 
4-5 
pr 


es satisfacible suponemos que existe una asignación v que hace ver- 
daderas a todas las fórmulas del conjunto. En este caso, v(p)=V y 
vír) =V, pues v(pAr) =V; además, v(q) = V, ya que v(g V =p) =V 
y v(p) =F, así, 


v(p) a Y, v(g) == Y v(r) =Y; 


pero entonces v(q + +) = E, en contra de nuestra suposición inicial, 
Esto prueba que ninguna asignación puede hacer verdaderas a las tres 
fórmulas del conjunto y, por tanto, que el conjunta es insatisfacible. 


2. Supongamos que deseamos averiguar si el conjunto de fórmulas 


p=l(9g>-r), 
p Alq =r) 


es satisfacible. Imaginemos que v es una asignación que hace verdade- 
ras a todas las fórmulas del conjunto. En este caso, v(pA (qW =")) =V 
y, por tanto, v(p) =V y vígV=r)=V; ademá s, v(p= (q >>r)) =V, 
de modo que v(q +=r) = V (pues v(p) =V); asi, 
v(p) =V, gv=r]=W y  vg=>r)j=V; 

pero de aquí no podemos derivar ninguna contradicción; lo que sl 
podemos concluir es que v(p) =V y vír) =F (pues si v(r) = V, es 
imposible que v(q Y") =V y víq ++) = V); ahora basta con asignar 
un valor de verdad a q para tener resuelto el problema; por ejemplo, 
la asignación 


v(p) =V, vq) =YV y v(r) =F 


hace verdaderas a las dos fórmulas del conjunto y esto muestra que 
el conjunto es satistacible. 
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2. Consecuencia lógica 


Una fórmula a: es consecuencia lógica de un conjunto de fórmulas T, 
en simbolos, TE a, si y sólo si toda asignación que satisface I' hace verdadera 
a 0. Explicitamente, PE a si y sólo si toda asignación que hace verdaderas a 
todas las fórmulas de T' hace también verdadera a 0 o, dicho de otro modo, 
Tu si y sólo si no hay ninguna asignación que haga verdaderas a todas las 


' fórmulas del conjunto T y falsa a Q%. 


Para expresar que una fórmula O) no es consecuencia de un conjunto de 
fórmulas T' escribiremos «T XK (0. Obviamente, TX « si y sólo si existe una 
asignación de valores de verdad que hace verdaderas a todas las fórmulas de 
P y falsa a 0%. 

Si una fórmula (£ es consecuencia de un conjunto de fórmulas T' se dice 
también que P implica O. Asi, «Pf 0% puede leerse como «0 es consecuencia 
de FT» o como «T implica a». Si T = (PB), en lugar de «(B) [= Qt» escribiremos 
«B |= 0 y diremos que () implica (o que (í es consecuencia de B. Si P=0, en 
lugar de «0 5 (í» escribiremos «|= Ot». 

Un argumento está constituido por un conjunto finito de fórmulas |” y 
una fórmula Q. Las fórmulas de T' son las premisas y Q es la conclusión. 
Si Pl a, decimos que el argumento es correcto o lógicamente válido. 51 
TX 0, decimos que el argumento es incorrecto o inválido. 

El argumento cuyas premisas son las fórmulas del conjunto (Yi, +++ Vf Y 
cuya conclusión es £, puede representarse del siguiente modo: 


Y 


Yn 


_————— 


0 


Cuando introdujimos la relación de equivalencia lógica advertimos de la 
importancia de distinguir el bicondicional de la relación de equivalencia lógica 
y ahora debemos hacer la misma advertencia sobre el condicional y la impli- 
cación. El símbolo «>» es una conectiva del lenguaje formal, mientras que el 
simbolo «+» pertenece al metalenguaje. Ási, por ejemplo, mientras que p =q 
es una fórmula del lenguaje formal, 


pPEg 


no es una fórmula sino un enunciado metalinguístico que afirma que p implica 
q. La fórmula p=> q no es por sí misma ni verdadera ni falsa, sino verdadera 
con algunas asignaciones y falsa con otras; en cambio podemos afirmar que 
pF q, ya que, obviamente, existe una asignación que hace verdadera a p y 
falsa a q. La proposición 9.4-(2), que justificaremos más adelante, pone de 
manifiesto la relación exacta que hay entre el condicional y la implicación, 
Podemos determinar si una fórmula es o no consecuencia de un conjunto 
finito de fórmulas mediante las tablas de verdad. Excepcionalmente, vamos a 





TA 


oia KA 


E ; 
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resolver un par de ejemplos con la ayuda de este procedimiento, porque puede 
ayudarnos a mejorar nuestra comprensión del concepto de consecuencia. 

Supongamos que deseamos averiguar si las fórmulas p++r y pAr son 
consecuencia del conjunto de fórmulas ((p + q),(r + (pAq))) o, en otras 
palabras, si los argumentos 


qa pe q 
re (pAq) re (pAg) 
A AA 
per par 


son correctos o no. Para evitar repeticiones inútiles analizaremos conjunta- 
mente ambos argumentos. 

Las asignaciones que debemos tomar en consideración para determinar si 
un argumento es correcto son las posibles atribuciones de valores de verdad a, 
todas las letras que aparecen en el argumento. Ásí, cuando aplicamos el método 
de las tablas de verdad no hacemos una tabla para cada una de las fórmulas 
del argumento, sino una única tabla en la que se toman en consideración todas 
las asignaciones de las que depende la corrección de ese argumento. La tabla 
de verdad adecuada para discutir la corrección de los dos argumentos que 
estamos analizando es la siguiente: 


p 
V 
y 
y 
V 
F 
F 
F 
F 


pa 1 APP pep 
Y. == 2 2.+.<=|s 
> O > O. > E > O 





La llave horizontal superior indica las columnas en las que debemos fijar- 
nos para decidir si pAr es consecuencia de las premisas. La llave horizontal 
inferior indica lo mismo para la fórmula p ++. Hemos numerado las asigna- 
ciones para facilitar su localización cuando nos refiramos a ellas por el lugar 
que ocupan en la tabla. 

Si observamos las columnas pertinentes para decidir si p ++ es consecuen- 
cia de las premisas veremos que todas las asignaciones que hacen verdaderas 
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a las premisas (la primera y la última), hacen también verdadera a p + 7. 
Por tanto, el primer argumento es correcto, esto es, p ++ r es consecuencia de 
las premisas. Por otro lado, la tabla nos muestra que existe una asignación 
(la última) que hace verdaderas a las premisas y falsa a pAr. Concluimos, 
por tanto, que el segundo argumento no es correcto, esto es, que p Ar no es 
consecuencia de las premisas. 

Al comienzo del libro explicamos el concepto intuitivo de consecuencia, 
mostramos la, necesidad de precisarlo y dijimos que una tarea esencial de la 
lógica era proponer precisiones del mismo. Ahora que ya hemos introducido 
la definición de consecuencia para la lógica proposicional, es importante que 
valoremos en qué sentido y en qué medida dicha definición es una precisión 
del concepto intuitivo. 

según el concepto intuitivo, un argumento es correcto si siempre que las 
premisas son verdaderas la conclusión también lo es o, dicho de un modo equi- 
valente, 81 es imposible que las premisas sean verdaderas y la conclusión falsa, 
El problema de esta caracterización intuitiva es la imprecisión de los concep- 
tos de verdad y posibilidad. En lógica se comienza precisando el lenguaje para 
el que se va a definir el concepto de consecuencia, En el caso de la lógica 
proposicional, el concepto de verdad se define con precisión mediante el de 
asignación. El conjunto de asignaciones para un lenguaje dado está perfecta- 
mente determinado. Hablar de posibilidad o imposibilidad de que una fórmula 
sea verdadera no es, en este contexto, nada más que un manera informal de 
hablar de la existencia o inexistencia de una asignación que hace verdadera a 
dicha fórmula. De este modo, cuando decimos que un argumento es correcto 
51 no existe una asignación que haga verdaderas a la premisas y falsa a la con- 
clusión, no hacemos otra cosa que precisar el concepto intuitivo de argumento 
correcto para el lenguaje de la lógica proposicional. 

Para mostrar que la corrección intuitiva de un argumento del lenguaje 
natural no depende de la verdad o falsedad de hecho de las premisas y la con- 
clusión, vimos que un argumento incorrecto puede tener premisas verdaderas 
y conclusión verdadera, y que existen argumentos correctos con premisas fal- 
sas y conclusión falsa, e incluso con premisas falsas y conclusión verdadera. Es 
fácil ver que estas propiedades del concepto intuitivo concuerdan con las que 
tiene la precisión definida para la lógica proposicional. En efecto, la existencia 
de asignaciones que hacen falsas a las premisas y a la conclusión, o de asigna- 
ciones que hacen falsas a las premisas y verdadera a la conclusión carece de 
importancia para decidir si un argumento es correcto o no lo es. Volviendo a 
los argumentos que nos sirven de ejemplo, el hecho de que la tercera asignación 
haga falsas a las premisas y verdadera a p ++ 1, o que la quinta haga falsas tanto 
a lag premisas como a p ++ r no impide que esta fórmula sea consecuencia de las 
premisas, Tampoco la existencia de una asignación que hace verdaderas a las 
premisas y a la conclusión basta para afirmar que un argumento es correcto. 
La primera asignación hace verdaderas a las premisas y a pAr, y no por ello 
esta fórmula es consecuencia de las premisas. 

Para demostrar sin recurrir a las tablas de verdad que una fórmula Qr es 
consecuencia de un conjunto de fórmulas P' podemos seguir dos estrategias. 
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En una demostración directa se supone que v es una asignación cualquiera 
que satisface l' y se demuestra que v también hace verdadera a (e. En una 
demostración indirecta (o, por reducción al absurdo) se supone que existe 
una asignación que satisface I' y hace falsa a 01, y se deriva una contradicción 
de este supuesto. Para demostrar que una fórmula Q£ no es consecuencia de un 
conjunto de fórmulas P' basta con exhibir una asignación que haga verdaderas 
a todas las fórmulas de T y falsa a 0. 

Como ejemplo de demostración directa vamos a justificar la corrección 
del único de los dos argumento anteriores que es correcto: 


pq 
relpAg)p 
por 


Supongamos que y es una asignación que hace verdaderas a las dos premisas. 
Puesto que v(p € q) =V y vír+ (pAq)=V, 


v(p) =v(9) y v(r) =v(pAg). 


Observernos ahora que 
v(p) =vlip Ag), 

ya que si v(p) =F, entonces v(pA q) =F y si v(p) = V, entonces v(p A q) =V 
(pues v(p) = v(q)). De este modo, v(p) = v(r) y, por tanto, v(p + r) =V. Esto 
muestra que cualquier asignación que hace verdaderas a las premisas, hace 
también verdadera a la conclusión. 

Mostraremos ahora por reducción al absurdo que p >+r es consecuencia 
de las dos premisas del argumento anterior. Sea v una asignación que hace 
verdaderas a (p + q) y ar + (pAg), y falsa a p > r. En este caso, v(p)=V y 
v(r) =E, pues v(p > +") =F. Así, víq) = V, pues v(p ++ q) = V. Pero entonces, 
vípA q) =V y, por tanto, v(r + (pAq)) =F, en contra de lo que habíamos 
supuesto. 


PROPIEDADES BÁSICAS DE LA RELACIÓN DE CONSECUENCIA 


Para cualesquiera conjuntos de fórmulas T' y A, y cualesquiera fórmulas 
o y B, 

l. ala (reflexividad), 

2. siTFoayTCA, entonces Á + U (monotonía), 

3 siTjl=ayapB, entonces TB (transitividad). 

Las tres propiedades son consecuencia inmediata de las definiciones de los 


conceptos que intervienen en su formulación. Así, por ejemplo, para ver que 
(2) es verdadera basta con observar que si una asignación satisface Á, entonces 


* 
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satisface T' (pues TC A) y, puesto que TF dx, hace verdadera a (£, Obsérvese 
que de (1) y (2) se sigue inmediatamente que para toda fórmula Q: y todo 
conjunto de fórmulas T, si 1 € T, entonces Ta. 

Las siguientes proposiciones son esenciales para comprender la sernántica 
de la lógica proposicional porque relacionan el concepto de consecuencia lógica 
con otros conceptos que hemos introducido, 


PROPOSICIÓN 9.2. Para cualesquiera fórmulas O y P 


(DO a6=B si y sólo sio pyProa, 
(2) =P si y sólo si para toda y, + y sú BEY. 


DEMOSTRACIÓN. — (1) es una consecuencia inmediata de los conceptos de con- 
secuencia y equivalencia lógica. Justificaremos (2) mostrando en primer lugar 
que si O = B, entonces para toda y, 0 ysii BE Y y, en segundo lugar que si 
para toda y, uE y sil Be y, entonces o. = [. 

Supongamos que a = |), lo que, por (1), significa que «Ef y BE o. Sea 
y una fórmula cualquiera. Si 1 = y, entonces B E y, pues B |= ul y la relación de 
consecuencia es transitiva. Por la misma razón, si B| y, entonces al [+ y. Por 
tanto, € l= ysil BEY 

Supongamos que para toda y, 0 y sii Pf=y Así, BP = Q, puesto que 
O [5 Qt. Del mismo modo, € = B. Por (1), a. =B. 0 


PROPOSICIÓN 9.3. Para todo conjunto de fórmulas UT y toda fórmula o, 


Pra sí TU(-0) es insatisfacible. 


DEMOSTRACIÓN, Por definición de implicación, PE a significa que no hay 
ninguna asignación que satisfaga T' y haga falsa a Q. Ahora bien, esto equivale 
a decir que no hay ninguna asignación que satisfaga l” y haga verdadera a —01; 
lo cual, por definición de satisfacibilidad, significa que TU(—G) es insatisfa- 
cible. 


PROPOSICIÓN 9.4, Si0;,...,0,, Ue y P son fórmulas, 
(1) (01...) FB sí (041 A...A0)) +[ es una tautología 
(2) a FB sia —B es una tautología. 
(3) FB eii es una tautología. 


DEMOSTRACIÓN. (1) Por definición de consecuencia, (Q,,... 0) = Q: sil pa- 
ra toda asignación v, si v satisface (01,...,0,), entonces v(a) = V. Por la 
proposición 9.1, 
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v satisface (0%;,..., 0) sii v(a A... AQ.) =V. 


De este modo, (0t;,... 0, ) + 0 si y sólo si para toda asignación v, si v(a A... A 
at, ) =V, entonces v(a1) =V. Para concluir la demostración basta con observar 
que (04, A... AQ,) +0 es una tautología si y sólo si para toda asignación v, si 
va A... A0,) =V, entonces v(01) = V. 

(2) es un caso particular de (1). Para la justificación de (3) sólo hay que 
tener en cuenta que toda asignación satisface vacuamente el conjunto vacio de 
fórmulas. O 


PROPOSICIÓN 9.5. Para toda fórmula a, 


(0 Q es una tautología si es consecuencia de cualquier conjunto de 
fórmulas. 


(23 Q es una tautología sii es consecuencia de cualquier fórmula. 


DEMOSTRACIÓN. —Justificaremos solamente (1), porque (2) se justifica del 
mismo modo. Supongamos que es £ una tautología y ' un conjunto cualquiera 
de fórmulas. Puesto que toda asignación hace verdadera a dl, es obvio que toda 
asignación que satisface P' hace verdadera a QL. Así, Pf a. 

Supongamos ahora que O. es consecuencia de cualquier conjunto de fór- 
mulas. En particular, ([pV>p) FU 0, lo que es lo mismo, pWY =p EF 0. Pero 
toda asignación hace verdadera a pV =p (puesto que es una tautología); por 
tanto, toda asignación hace verdadera a 0, esto es O. es una tautología. O 


ProPosición 9.6. Para toda fórmula OL, Ol es una contradicción si y sólo sí 
toda fórmula es consecuencia de O, 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que €, es una contradicción y que P es una 
fórmula cualquiera. Si Q£ no implicara f, existiría una asignación que haría 
verdadera a (€ y falsa a P. Asi, Q£ no sería una contradicción. Por tanto, s1 ( es 
una contradicción, $ es consecuencia de 0%. 

Por otro lado, si O: implica a cualquier fórmula, en particular implicará 
a una contradicción como, por ejemplo, pA=p. Ahora bien, puesto que to- 
da asignación hace falsa a una contradición, toda asignación hace falsa a las 
fórmulas que las implican. En otras palabras, toda fórmula que implica a una 
contradicción, es también una contradicción. En consecuencia, 0 es una con- 
tradicción. 


PROPOSICIÓN 9.7. Para todo conjunto de fórmulas TV, TD es insatisfacible si 
y sólo si toda fórmula es consecuencia de [”. 
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DEMOSTRACIÓN. —Lo dejamos como ejercicio. O 
PROPOSICIÓN 9.8. Para toda fórmula Qt, 0. es contingente si y sólo si hay 


alguna fórmula que no es consecuencia de Q£ y hay alguna fórmula de la que 0 
no es Consecuencia. 


DEMOSTRACIÓN. —Esta proposición es una consecuencia inmediata de las pro- 
posiciones 9.5 y 9.6 y del hecho de que una fórmula es contingente si y sólo si 
no es ni una tautología ni una contradicción. O 


3. Ejercicios 


1. Para cada uno de los conjuntos siguientes, indique si es satisfacible o no. En 
caso de que sea satisfacible, halle una asignación que lo muestre. 


la) p=>4 (8) p+(qe-r) 
pq (pAq)=r 
(b) =pvg Em 
ES () -(=>-(p=0) 
r==p 
(e)  p=>>(qA-=r) gor 
pAsr 
ENT (i) de A 4) 
Ad muss qVvr]=>p 
| ) o r— (pv ag) 
=qWr 
(1 r=(pa-=g) 
(e)  p Pp (a> r) =r=(=pAq) 
pe 00: 
H E As (k) (p var) 
0 Edo ) (qu plA (r= 8) 
EV F (qAs) e ar 
pÁs 


(1)  p=(rVg) 
pan | 
(51435) +=p 
8 (q e ar) 


Z sea Tun conjunto de fórmulas en las que sólo aparecen las letras proposicionales 
PG ry ss. Si las únicas asignaciones que satisfacen P son 
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21.m6353 
== "mu 
==52%2mm“u7”- 
=== TM 


¡cuáles de las las siguientes fórmulas son consecuencia de TP? 


(a) p (e) pvs 

(b) pAg (DD re-p 

(e) pA=p (E) :>(sVg) 
(d) rs (bh) (rAs]=p 


Determine si los argumentos siguientes son correctos o no. Si un argumento €s 
incorrecto, halle alguna asignación que lo muestre. 


a) p> 1) pt 
pg p>rF 
=p rg 
(b)  p>93 (8)  (pAg)jer 
pvg ar 
q TPÑnag 
(e)  p+> (5h) —(pAgAr) 
pq (pArV(gAr) 
F Pp=-g 
(dd) pvg (1  q> (rv p) 
Pp vq pe(gAs) 
pq qe (rv s) 
(e) pex (D (pa =", 
p > P r— (p vs) 
rv g g+(-p=>w") 


Determine si los argumentos siguientes son correctos o no. 51 un argumento es 
incorrecto, halle alguna asignación que lo muestre. 


(a)  (pvr)=>-p le) p=(gvr) net 
r=3>p sv F E 
q —-p GS 
Pp. p>w"s 
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(b)  (p=>g)V(r=>s) (3 A =1) + =p (a) 5¡T'Xa, entonces TE=0a. 
AP Brea | (b) Si TE-a, entonces TX aL. 
AAA AA A (ec) Si Te, entonces O. es contingente. 
qus q | (d) a EP si y sólo si el conjunto de fórmulas (0%, B) es insatisfacible. 
(c)  p=>(9Wr) le) p=lp=>93) (e) SiaBy aj -b, entonces 0 es una estalaía, | 
MN rs (qWr)> p (f) Si ces una tautología y B una fórmula contingente, 014 P. 
11 o AC ra pa) (2) Si Qt es una fórmula contingente y 0: =B, entonces f no es una contradic- 
| =(pA=5) y ción. 
A | | (h) SiT O, entonces PE ov B. 
| | | (d) ; da a (h) 2d sa (1) SipEayyE8., entonces PVy 0.6. | 
| "DA =q1=>"s HA | | 
| ¡ Hoi A la (3) Si Paya, entonces PR a y rF o. | 
| rvs => (rA5) (k) Sia vB y entonces 0 5 Y y PEY 
y] (1) Sia fvry, entonces E Boas 7 
(m) SicAf es una contradicción, entonces a [+ =B. 


| 5. Para cada uno de los apartados siguientes encuentre una fórmula Q: que lo ha- 
e ga verdadero. (No es necesario que las fórmulas tengan más de dos conectivas, 
incluyendo a la negación.) 


pl (a) la (p>)R(p=>") y agp" 

MN (b) (0, (p4-))FR=p y dla (4>1)) Pr. 

Ml (c) (a, (p>)) =p y argo" 

l (d) (a, (pg) ja y arg 

(e) 10)pHRg y apa. | 

! (1) lo, (p="), (q >r)) Er, pero ar p y 0 Xg. 
6, Demuestre que para cualesquiera fórmulas «£, B y y: | 


(a) ([(0 vB), =0) E B. 
(b) 40, Be y sii (004 BP) — y es una tautología. | 
(c) (a—>PB), (B=>1)Fa->7 


7. Demuestre que para todo conjunto de fórmulas T y toda fórmula at: 





(a) SiTU (50) 0, entonces TF o, 

(b) Tes insatisfacible sit existe B tal que TE BPA-=8. 

(e) SiTU(B) y TU) son insatisfacibles, entonces TP es insatisfacible. 
(dd). STFRa=>fy TFR -0a>B, entonces T FP. 





1 | 8. Justifique la proposición 9.7. 


9. Para cada uno de los enunciados siguientes indique si es verdadero o falso pa- 
ra todas las fórmulas y para cualquier conjunto de fórmulas, Si es verdadero, 
justifíquelo. Sí es falso, encuentre un ejemplo que lo muestre. 








CAPÍTULO 10 
FORMAS NORMALES 


1. De tablas de verdad a fórmulas 


En los capítulos anteriores, las tablas de verdad siempre han aparecido 
ligadas a fórmulas que se consideraban dadas y, de hecho, el concepto que 
introdujimos fue el de tabla de verdad de una fórmula. Este concepto puede 
generalizarse del siguiente modo: si P es un conjunto finito no vacio de letras 
proposicionales, una tabla de verdad para P es una tabla (en rigor, una 
función) que hace corresponder un valor de verdad a cada una de las posibles 
asignaciones de valores de verdad a las letras proposicionales de P. En este 
capitulo, una tabla de verdad no es nada más que una tabla de verdad para 
un conjunto de letras proposicionales. 

La pregunta que nos hacemos ahora es si para toda posible tabla de verdad 
para un conjunto finito no vacio P de letras proposicionales existe una fórmula 
construida con las letras de P que tiene esa tabla de verdad. La respuesta a 
esta pregunta es fundamental para valorar la capacidad expresiva del lenguaje 
de la lógica proposicional. La información contenida en una tabla de verdad 
se expresa en el lenguaje mediante una cualquiera de las fórmulas que tienen 
esa tabla de verdad, de modo que el hecho de que no existan tales fórmulas 
significa que la información de esa tabla no puede ser expresada en el lenguaje. 
Por ejemplo, si elimináramos la negación de entre nuestras conectivas, no seria 
posible expresar lo que ahora expresamos con su ayuda o, dicho con más preci- 
sión, no existiría ninguna fórmula con la tabla de verdad que tiene la negación 
de una letra proposicional. Si prescindiéramos de la negación perderíamos ca- 
pacidad expresiva, pero no por el mero hecho de tener una conectiva menos, 
sino porque en el lenguaje sin negación no podríamos expresar lo que ahora 
expresamos con la negación. Además, si mostramos que lá respuesta a la pre- 
gunta anterior es afirmativa, habremos mostrado también que la introducción 
de conectivas nuevas no puede aumentar la capacidad expresiva de nuestro 
lenguaje. En efecto, si introdujéramos nuevas conectivas tendríamos nuevas 
fórmulas, pero en nuestro lenguaje existirán fórmulas en las que no aparecen 
las nuevas conectivas y que serán lógicamente equivalentes a las que usan las 
nuevas conectivas porque tendrán las mismas tablas de verdad que ellas. 
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Vamos a mostrar que para toda tabla de verdad para un conjunto finito P 
de letras proposicionales existe una fórmula construida con las letras de P que 
tiene dicha tabla de verdad. Si a todas las asignaciones de la tabla dada les 
corresponde el valor Y (o a todas les corresponde el valor F ), entonces no hay 
ningún problema: cualquier tautología (o cualquier contradicción) construida 
con las letras proposicionales de P tiene esa tabla de verdad. Cuando la tabla 
dada es la que tendría una fórmula contigente, es decir, cuando hay alguna 
asignación a la que le corresponde el valor V' y alguna a la que le corresponde 
el valor £, podemos elegir entre dos métodos diferentes, aunque muy relacio- 
nados, para construir una fórmula que tiene la tabla dada. Nos ay udaremos de 
un ejemplo para explicar los dos métodos. Consideremos la tabla de verdad 
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y veamos que existe una fórmula con las letras p, q y r que tiene precisamente 
esta tabla de verdad. | 

Antes de explicar los dos métodos, debemos observar que, por decirlo de 
algún modo, una asignación concreta puede ser descrita mediante una fórmula. 
Es evidente, por ejemplo, que para toda asignación v, 


vipaqasr)=V sii v(p)=V y viga) =V y vr) =F. 


Asi, la fórmula 
pAgAr 
describe la segunda asignación de la tabla en el sentido de que esta asignación 
es la única que la hace verdadera. ] | 
En general, dada una asignación v para un número finito de letras pro- 
posicionales, la conjunción de las letras a las que v asigna el valor Y con la 


negación de cada una de las letras a las que v asigna el valor F es una fórmula 


que sólo es verdadera con la asignación v. Para facilitar la exposición, diremos 
que la fórmula obtenida de este modo describe la asignación v. 
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Comenzamos obteniendo las fórmulas que describen las asignaciones que 
deben hacer verdadera a la fórmula que buscamos (las tres primeras, la quinta 
y la séptima de la tabla que nos sirve de ejemplo). Puesto que cada una de estas 
fórmulas sólo es verdadera con la asignación que describe, la disyunción de las 
cinco fórmulas sólo será verdadera con las cinco asignaciones que describen. 
En otras palabras, una asignación hará verdadera a esta disyunción si y sólo si 
es alguna de las cinco asignaciones descritas por las fórmulas que la componen, 
En definitiva, la disyunción 

(PAGAr)V(pAqA=r)V(pA=qAr)V (5pAqAr) vV (=p A=qAr) 
tiene la tabla de verdad dada. 

Este procedimiento puede ser generalizado del siguiente modo: obtene- 
mos en primer lugar las fórmulas que describen las asignaciones que deben 
hacer verdadera a la fórmula buscada (tales asignaciones existen, puesto que 
suponemos que se trata de la tabla de verdad de una fórmula contingente), y 
a continución formamos la disyunción de todas estas fórmulas. La disyunción 
asi obtenida tiene la tabla de verdad dada. 


MÉTODO 2 


| Tal como acabamos de explicar, la disyunción de las fórmulas que descri- 
ben las asignaciones cuarta, sexta y octava de nuestro ejemplo sólo es verda- 
dera con dichas asignaciones. Más concretamente, la fórmula 

(pA>79A=1) V (Sp Aq A=4)V (=p A=q Amr) 
toma el valor Y con las asignaciones de la tabla a las que corresponde el valor 
F, y el valor F con las asignaciones a las que corresponde el valor V, En otras 
palabras, la tabla de verdad de esta disyunción es justamente la que tiene la 
negación de la fórmula que buscamos y, por tanto, su negación, 


A((PA9A= V (2pAq AV (SpA-=9A-m), 


tiene precisamente la tabla de verdad dada, 

Este procedimiento puede peneralizarse de esta manera: se aplica el método 
] para obtener en primer lugar una fórmula cuya tabla de verdad sea la que 
tendría la negación de la fórmula buscada y depués se niega la fórmula así 
obtenida. Obsérvese que siempre podrá aplicarse el método 1, ya que supone- 
mos la existencia de asignaciones que hacen falsa a la fórmula buscada y, por 
tanto, verdadera a su negación. 


2. Formas normales 


Un aspecto muy interesante de los dos métodos de obtención de una 
tórmula que tiene una tabla de verdad dada es que las fórmulas a las que se 
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llega hacen explícitas las asignaciones con las que son verdaderas. Como hemos 
visto, la fórmula que se obtiene al aplicar el primer método es una disyunción 
de conjunciones que describen las asignaciones que hacen ver dadera a dicha 
fórmula, y la que se obtiene al aplicar el segundo método es la negación de 
una disyunción de conjunciones que describen las asignaciones que hacen falsa 
a la fórmula. Si en lugar de darnos la tabla de verdad nos dieran solamente 
una fórmula de alguno de estos dos tipos, no necesitaríamos hacer su tabla de 
verdad para saber qué asignaciones la hacen verdadera y qué asignaciones la 
hacen falsa. Compárense las fórmulas que hemos obtenido al aplicar los dos 
métodos con la fórmula 
(=p V=q)>+" 


que tiene la misma tabla de verdad. Este ejemplo sugiere que, dada una 
fórmula contingente cualquiera, siempre será posible encontrar otra fórmula 
lógicamente equivalente a ella que hace explícita su tabla de verdad. 

Con el propósito de establecer con precisión este hecho, vamos a definir 
a continuación la estructura de las fórmulas que se obtienen por el método 1 
y también la estructura dual que, como veremos, está muy relacionada con el 
método 2. 

Supongamos que P es un conjunto finito de letras proposicionales. Una 
férmula está en forma normal disyuntiva completa con respecto a las 
letras de P si es de la forma 

041 VW... WoDbr, 


donde cada 04 (1< ¿< 1) es una conjunción en la que cada letra proposicional 
de P aparece una sola vez, ya sea afirmada, ya sea negada, 

Una fórmula está en forma normal conjuntiva completa con respecto 
a las letras de P si es de la forma 


Da Ar A Días 


donde cada dl; (1 < ¿< n) es una disyunción en la que cada letra proposicional 
de P aparece una sola vez, afirmada o negada. 

Hay dos casos particulares de estas definiciones que es interesante men- 
cionar, Una conjunción de todas las letras proposicionales de P afirmadas o 
negadas está en forma normal disyuntiva completa, porque tiene la forma 
apropiada para el caso n= 1, Del mismo modo, una disyunción de todas las le- 
tras proposicionales de P afirmadas o negadas está en forma normal conjuntiva 
completa. Asi, 

pAghAhzr 


está en forma normal disyuntiva completa y 
pWYgW-r 


en forma normal conjuntiva completa, en ambos casos con respecto a (p,9, rp. 
Por el mismo motivo, las fórmulas p y —p están tanto en forma normal dis- 
yuntiva completa como en forma normal conjuntiva completa con respecto 


a (p). 
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Las fórmulas que se obtienen al aplicar el método 1 están en forma normal 
disyuntiva completa y las que se obtienen al aplicar el método 4 son negacio- 
nes de fórmulas en forma normal disyuntiva completa (en ambos casos con 
respecto a las letras que aparecen en la tabla de verdad), pero, como veremos 
a continuación, las fórmulas obtenidas por el método 2 se pueden transfor- 
mar fácilmente en otras equivalentes que están en forma normal conjuntiva 
completa para las mismas letras. 


PROPOSICIÓN 10.1. Toda fórmula contingente O es lógicamente equivalen- 
te a una fórmula en forma normal disyuntiva completa con respecto a letras 
de 0%. 


DEMOSTRACIÓN, —Sea dt una fórmula contingente cualquiera y B la fórmula 
obtenida al aplicar el método 1 a la tabla de verdad de tt, Por construcción, 
P está en forma normal disyuntiva completa con respecto a las letras de QX 
y además es lógicamente equivalente a f, ya que tiene su misma tabla de 
verdad. 0 


PROPOSICIÓN 10,2. — Toda fórmula contingente O equivale lógicamente a una 
fórmula en forma normal conjuntiva completa con respecto a las letra de 0, 


DEMOSTRACIÓN. Sea Q una fórmula contingente cualquiera y B la fórmula 
obtenida al aplicar el método 2 a la tabla de verdad de |. Por construcción, 
es lógicamente equivalente a al y es la negación de una fórmula en forma 
normal disyuntiva completa con respecto a las letras de Q. 51 aplicamos las 
leyes de De Morgan y la ley de la doble negación (junto con el principio de 
sustitución de fórmulas equivalentes) a f, obtendremos una fórmula en forma 
normal conjuntiva completa con respecto a las letras de B. Por la transitividad 
de la equivalencia lógica, la fórmula así obtenida equivale lógicamente a Q) y 
está en forma normal conjuntiva completa con respecto a las letras de 4. 


Un ejemplo ayudará a entender cómo, dada una fórmula contingente A, 
podemos obtener una fórmula lógicamente equivalente a (£ que esté en forma 
normal conjuntiva completa con respecto a las letras proposicionales de (X. 
Supongamos que la fórmula dada es (=p V q) = r cuya tabla de verdad es 
precisamente la que nos ha servido de ejemplo en la sección anterior, Como 
se recordara, la fórmula que obtuvimos al aplicar el método 2 a la tabla de 
verdad de (=p VW =q) => r fue 


((PpAgAr Y (SpAqgArY Ap AzwqAr)), 
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que es la negación de una fórmula en forma normal disyuntiva completa con 
respecto a p, q y r. Si aplicamos las leyes de De Morgan obtenemos 


(pA gq y) ASMÁpAgA MA (pA=q Ar). 


Aplicando de nuevo la leyes de De Morgan y simplificando las dobles negacio- 
nes llegamos a. la fórmula 


(py =q Var) Alp W q V =r) A(pW gW =r), 


que es lógicamente equivalente (=pV=q) > r y está en forma normal conjuntiva 
completa con respecto a p, q y ? 


GENERALIZACIÓN DEL CONCEPTO DE FORMA NORMAL 


Las proposiciones anteriores se cumplen para fórmulas contingentes, pero 
no para fórmulas cualesquiera. No existen contradicciones que estén en forma. 
normal disyuntiva completa ni tautologías que estén en forma normal con- 
juntiva completa. Cuando estos concepLos se generalizan del modo en que lo 
hacemos a continuación, las proposiciones anteriores valen para fórmulas cua- 
lesquiera. o 

Llamaremos literal a una letra proposicional o la negación de una letra. 
proposicional. Una fórmula está en forma normal disyuntiva si es de la 
forma 

Dl W ... W Ola, 
donde cada 0; (1 <¿<n) es un literal o una conjunción de literales. Obsérvese 
que los literales y las conjunciones de literales están en forma normal disyun- 
tiva, puesto que tienen la forma indicada para el caso n= l, | 

Una fórmula está en forma normal conjuntiva si es de la forma 


OLA... A Dra 


donde cada 04 (1 <i<m) es un literal o una disyunción de literales. En par- 
ticular, puede suceder que n= 1, de modo que los literales y las disyunciones 
de literales también están en forma normal conjuntiva. 


EJEMPLOS 


1. La fórmula 
pAgAr 
está en forma normal conjuntiva porque es la conjunción de tres li- 
terales, pero también está en forma normal disyuntiva porque tiene 
esta forma para el caso n= 1, Por la misma razón, la contradicción 
pA>p está en forma normal disyuntiva y también conyuntiva. Las 
fórmulas 


(rA=)Vp y (pA=r) V (rA 9) 


po 


sé 
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están en forma normal disyuntiva, pero no en conjuntiva y tampoco 
son formas normales disyuntivas completas. 


2. Análogamente, la fórmula 
pN=qNvr 


está tanto en forma normal disyuntiva como en forma normal con- 
juntiva, la tautología pV>p está en forma normal conjuntiva y dis- 
yuntiva, y las conjunciones 


(rV=gAp y  (pWarjA(rV-) 
están en forma normal conjuntiva, pero no en disyuntiva. 


PROPOSICIÓN 10.3. Toda fórmula QU es lógicamente equivalente a una fór- 
mula en forma normal conjuntiva y a una fórmula en forma normal disyuntiva 
construidas ambas con las mismas letras que O. 


DEMOSTRACIÓN, —Si dí es una fórmula contingente, las proposiciones 10,1 y 
10.2 justifican lo que deseamos probar, pues toda fórmula en forma normal con- 
juntiva (o disyuntiva) completa lo está en forma normal conjuntiva (o disyun- 
tiva). Supongamos ahora que las letras proposicionales de Ol son p;,,... pp. Si 
Q es una tautología, entonces (p¡ V=p1V pa VW... V p,) equivale lógicamente a Q% 
(pues p¡ V=p, es una tautología) y está tanto en forma normal conjuntiva como 
en forma normal disyuntiva. Si 1 es una contradicción, (p¡ A2p¡Ap3A...A py) 
tiene cualquiera de las dos formas normales y equivale lógicamentea o. —O 


3. Sistemas completos de conectivas 


La pregunta sobre el efecto que puede tener en la capacidad expresiva la 
eliminación de alguna de las conectivas del lenguaje ya ha sido parcialmente 
respondida. En las dos secciones anteriores hemos visto que la negación, la 
conjunción y la disyunción bastan para obtener fórmulas lógicamente equi- 
valentes a cualquier fórmula dada. Esto significa que podemos prescindir del 
condicional y del bicondicional sin perder capacidad expresiva; pero no es éste 
el principal interés de los resultados expuestos en dichas secciones, porque ya 
sabíamos que podíamos prescindir de esas conectivas. La proposición 8.2 del 
capítulo 8 afirma que toda fórmula equivale lógicamente a otra que tiene las 
mismas letras proposicionales, pero sólo dos conectivas, concretamente las co- 
nectivas de alguno de estos tres pares: 1) negación y conjunción, 2) negación y 
disyunción, y 3) negación y condicional). Así, cualquiera de estos tres pares de 
conectivas basta para expresar todo lo que expresamos con la cinco conectivas 
que posee nuestro lenguaje. 

Para facilitar la formulación de los resultados que presentamos en esta 
sección vamos a llamar sistema completo de conectivas a un conjunto de 
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conectivas tal que toda fórmula o es lógicamente equivalente a otra construida 
exclusivamente con las conectivas de ese conjunto y que tiene las mismas letras 
proposicionales que 0%, La proposición 8.2 del capitulo 8 puede enunciarse ahora 
del siguiente modo: 


PROPOSICIÓN 10.4. 


(1) La negación y la conjunción constituyen un sistema completo de co- 
NEChivas. 

(2) La negación y la disyunción constituyen un sistema completo de co- 
nechivas. 

(3%) La negación y el condicional constituyen un sistema completo de 
conectivas. 


La justificación de que un sistema dado de conectivas no es completo 
consiste en hallar una fórmula que no sea equivalente a ninguna otra construida 
sólo con las conectivas del sistema y con las letras proposicionales de dicha 
fórmula. Si pensamos el problema desde el punto de vista de las tablas de 
verdad, la demostración consiste entonces en determinar una posible tabla de 
verdad y mostrar que ninguna fórmula construida sólo con las conectivas del 
sistema tiene esa tabla de verdad. Por supuesto, ambos enfoques del problema 
son equivalentes: no hay ninguna diferencia sustancial entre hallar una fórmula 
y hallar una tabla de verdad, y tampoco la hay entre mostrar que la fórmula 
hallada. no es equivalente a ninguna que cumple ciertas condiciones y mostrar 
que ninguna fórmula que cumple esas mismas condiciones tiene la tabla de 
verdad hallada. 


PROPOSICIÓN 10.5. La disyunción, la conjunción el condicional y el bicon- 
dicional no constituyen un sistema completo de coneclivas. 


Demostración. Esta proposición es una consecuencia inmediata del si- 
guiente hecho 
no existe ninguna fórmula construida sólo con la conjunción, la dis- 
yunción, el condicional y el bicondicional que sea lógicamente equi- 
valente a =p 


cuya prueba dejamos como ejercicio. O 


ProPosicióN 10.6. La negación y el bicondicional no constituyen un sistema 
completo de conectivas. 


== - os = 
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DEMOSTRACIÓN. Para facilitar la exposición, llamaremos «reducido» al len- 
guaje cuyas únicas letras proposicionales son p y q, y cuyas únicas conectivas 
son la negación y el bicondicional. Vamos a demostar que ninguna fórmula del 
lenguaje reducido es lógicamente equivalente a pAg. 

La tabla de verdad de pAq tiene la propiedad de que tres asignaciones 
atribuyen un mismo valor y la restante atribuye el otro. Provisionalmente, 
diremos que las tablas de verdad que no tienen esta propiedad son de tipo 
par y a las fórmulas del lenguaje reducido que tienen sólo una letra proposi- 
cional o cuya tabla de verdad es de tipo par las llamaremos «inaceptables». 
Observemos antes de seguir adelante que las fórmulas inaceptables no pueden 
ser lógicamente equivalentes a pA q, ya que o bien sólo contienen una letra 
proposicional o bien su tabla de verdad es diferente de la de pAg. 

Vamos a demostar aplicando el primer principio de inducción para fór- 
mulas que toda fórmula del lenguaje reducido es inaceptable. Es evidente que 
las fórmulas atómicas del lenguaje (las letras proposicionales) tienen esta pro- 
piedad. 

Supongamos que 06 es inaceptable (hipótesis inductiva) y veamos que 
0 también lo es. 51 6 tiene una sola letra proposicional, no hay nada que 
justificar; si tiene las dos letras, entonces también las tiene Q y, dado que 0l es 
inaceptable, su tabla de verdad es de tipo par. Puesto que una fórmula y su 
negación tienen tablas del mismo tipo, la tabla de verdad de =0 también es 
de tipo par y, por tanto, 0 es inaceptable. 

Supongamos que at y fl son fórmulas inaceptables (hipótesis inductiva) y 
veamos que (+ | también lo es. Si + f sólo tiene una letra proposicional no 
es necesario justificar nada. Imaginemos que en 4 4 P aparecen las dos letras 
proposicionales (aunque posiblemente una en al y otra en 9). La siguiente tabla 
puede ayudarnos a visualizar la situación: 





Observemos ahora que no puede suceder que tres de las cuatro asignacio- 
nés atribuyan un mismo valor a (6 y la restante le atribuya el otro. En efecto, 
si OL es una contradicción o una tautología, las cuatro asignaciones le atribuyen 
el mismo valor. Sí £ es contingente y sólo tienen una letra proposicional, dos 
asignaciones le asignan un valor y dos le asignan el otro; si es contingente y 
tiene las dos letras proposicionales, entonces su tabla de verdad es de tipo par 
(por hipótesis inductiva). Naturalmente, lo mismo vale para B. Ahora bien, un 
examen sencillo de todas las posiblidades muestra que sólo puede suceder que 
o. ++ B tome un valor de verdad con tres asignaciones y la restante le atribuya 
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el otro en el caso de que suceda lo mismo con al o con f. Así, la tabla de verdad 
de 0.5 P es de tipo par y, por tanto, 01 + B es inaceptable. 

Este argumento justifica que toda fórmula del lenguaje reducido tiene 
sólo una letra proposicional o tiene una tabla de verdad de tipo par. Ninguna 
fórmula que tenga una de estas características puede ser equivalente a pAg. 
Concluimos entonces que la negación y el bicondicional no constituyen un 
sistema completo de conectivas. 


Ninguna de las conectivas que hemos introducido hasta el momento cons- 
tituye por sí misma un sistema completo, pero estas conectivas no son las 
únicas posibles, Las conectivas son símbolos del lenguaje que se intepretan co- 
mo funciones veritativas y, si lo deseamos, podemos introducir una conechiva 
diferente para cada una de las posibles funciones veritativas. En particular, a 
cada conectiva binaria le corresponde una función verltativa binaria (esto es, 
una función que asigna un valor de verdad a cada par de valores de verdad). 
En el siguiente cuadro pueden verse las 16 posibles funciones binarias: 


E/|13 34465 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 





Las funciones cuyos números son 2, 5, 7 y 8 corresponden, respectivamen- 
te, a la disyunción, el condicional, el bicondicional y la conjunción. Para cada 
una de las restantes podríamos, si lo desearamos, introducir un simbolo nuevo 
que la representase. Por ejemplo, la función número 10 corresponde a la. lia- 
mada disyunción excluyente que se representa en ocasiones Con el símbolo: 
Y, Así, podríamos ampliar el lenguaje con este nuevo simbolo para, construlr 
fórmulas de la forma (0 Y 3) cuyas condiciones de verdad vendrian dadas por 
la siguiente condición: para toda asignación v, v hace verdadera a (06Y B) si y 
sólo si v nace verdadera 0 o a B, pero no a ambas, 

Entre las posibles conectivas binarias se encuentran las que se conocen 
como barra de Sheffer cuyo simbolo es «|», y flecha que se simboliza con 
«Lu. A la barra de Sheffer se la llama también negación alternativa O i1mcom- 
patibilidad, y a la flecha negación conjunta. Las expresiones (a]B) y (al 9) se 
leen como «ni 0 ni B» y «no 0 o no [B», respectivamente. Las tablas de verdad 
de estas conectivas son, como sugieren sus nombres, las correspondientes a 
la negación de la disyunción y a la negación de la conjunción (las funciones 
novena y decimoquinta). Explicitamente: 
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es tener el menor número posible de conectivas, pero no sucede lo mismo desde 
el punto de vista del uso del lenguaje formal. Por ejemplo, las fórmulas 





o p|(a]B) (JB) 
v vY p PF Pp+4Gq 
yv E V F (PA) A=[2p Ag) 
F Y Y: F ; | : e 
son equivalentes, es decir, expresan lo mismo, pero es obvio que entendemos 
F E V V con más facilidad la primera que la segunda. De este modo, tener un mayor 


El interés d dl bi :d a ! número de conectivas no aumenta la capacidad expresiva del lenguaje, pero sí 
br | a r Pr estas. 2 AR mE de paa a E Ea robo led las consti- | $us recursos expresivos, y son precisamente estos recursos los que facilitan la 
uye por sí misma un sistema completo de conectivas. Es más, son las únicas | comprensión intuitiva de un lenguaje. 

conectivas binarias que tienen esta propiedad. 





| ; ] . | 4. Ejercicios 
PROPOSICIÓN 10,7, La barra de Sheffer y la flecha constituyen cada una de 
ellas un sistema completo de conectivas. | 1. Para cada una de las tablas que, con cierta informalidad, se describen a con- 
| tinuación, encuentre una fórmula O en forma normal disyuntiva completa para 
: | | las letras proposicionales p, q y + que tenga esa tabla de verdad: 
DEMOSTRACIÓN. Veamos en primer lugar que la barra de Sheffer constituye 


un sistema completo de conectivas. Puesto que la negación y la conjunción (a) ces falsa sii como máximo dos de las letras son verdaderas. 
también constituyen un sistema completo, lo único que se necesita probar es (b) a sra lp es vedáderá y y o Feon fálms 
que toda fórmula construida sólo con estas conectivas es equivalente a otra for- | : RE | EME Dn 
mada con las mismas letras proposicionales y cuya única conectiva es la barra (e) ar es falsa sil como mínimo dos de las letras son verdaderas, 
de Sheffer. Aplicando el método de las tablas de verdad, es fácil comprobar | (d) (e es verdadera sii una de las letras y sólo una es falsa. 
que se cumplen las siguientes equivalencias: | (e) a es verdadera sil alguna de las letras es falsa y alguna es verdadera. 
0 = (0| 0) | 2. Obtenga las forma normales conjuntivas completas para las letras proposiciona- 
0AB=(a1B)| (0 ]f). | les p, q y r correspondientes a las tablas de verdad descritas en el ejercicio 


anterior. 
Ahora, es fácil ver que, dada una fórmula cualquiera (p cuyas únicas co- | 

nectivas son la negación y la conjunción, podemos obtener otra equivalente a | 3. Obtenga la forma normal disyuntiva completa de una tautología y la forma nLOr- 
( cuya única conectiva es la barra de 5hefter por el procedimiento de aplicar mal conjuntiva completa de una contradicción suponiendo que ambas fórmulas 
las equivalencias anteriores a cada de una de las subórmulas de q de las for- heno eracmania des debas praporicianales: 

mas =0 y Af. Después de efectuar un número finito de transformaciones se 4 
llega a una fórmula cuya única conectiva es la barra de Sheffer y que, por el | 
principio de sustitución de subfórmulas y la transitividad de la equivalencia 


Para cada una de las fórmulas siguientes obtenga una fórmula equivalente en 
forma normal disyuntiva completa y otra en forma normal conjuntiva completa: 


lógica, es equivalente a (p. A 

La justificación de que la flecha constituye un sistema completo se hace | e A te 
del mismo modo que la anterior observando que (b) (p>3)W=" 

(y) (pego Si 
sa = (0.40) (d) (p+r) => (59 p). qe 
a. E 2) —pAlgWY-[pAr)). a 
aAP= (010) 1(BJB). u | le) >pa(gv-(pAr)) : 
¿p 1 , O ita | 5, Muestre que la negación de una fórmula en forma normal conjuntiva completa 
¿Por qué usamos cinco conectivas si basta con una (o dos, si queremos | con respecto a las letras de P equivale lógicamente a una fórmula en forma 


+ > L a ” 7 E z sacd S “f Sis ] | ¿ A A ; ñ pl : 
mantener las habituales)? La razón es sencilla. Técnicamente, lo más cómodo normal disyuntiva completa con respecto a las mismas letras. 
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6. Sea a una fórmula en forma normal disyuntiva completa con respecto a un 
conjunto P de letras proposicionales. Muestre que 0 no es una contradicción. 


7. Demuestre por inducción que ninguna fórmula construida sólo con la conjunción, 
la disyunción, el condicional y el bicondicional es lógicamente equivalente a =p. 
Justifique después el siguiente corolario: ninguna fórmula construida sólo con la 
conjunción, la disyunción, el condicional y el bicondicional es una contradicción. 


8. Muestre que la negación y la disyunción excluyente no constituyen un sistema 
completo de conectivas. 


9. Obtenga fórmulas equivalentes a pVg ,p +43 y p++q tuya única conectiva sea 
la flecha. 


10, Obtenga fórmulas equivalentes a pVq , p +49 y p++q cuya única conectiva sea 
la barra de Sheffer. 





CAPÍTULO 11 


LÓGICA PROPOSICIONAL Y LENGUAJE NATURAL 


1. Simbolización 


Simbolizar un enunciado £ de una lengua natural en un lenguaje propo- 
sicional consiste en hallar una fórmula (e de ese lenguaje tal que 


l. cuando en dl se reemplazan las letras proposicionales por ciertos enun- 
ciados de la lengua en cuestión y las conectivas se interpretan canó- 
nicamente (es decir, se leen y se entienden tal como lo hacemos en 
lógica proposicional) se obtiene un enunciado cuyas condiciones de 
verdad son, en el caso ideal, las mismas que las de E, y 

2. la estructura de Qe: refleja en lo posible la estructura sintáctica de E. 


Llamaremos interpretaciones de Gl a los enunciados que se obtienen del mo- 
do indicado en la condición (1). Cuando interpretamos, en este sentido, una 
fórmula (£ asociamos a las letras proposicionales de (1 los enunciados que consi- 
deramos oportuno. Naturalmente, cuando cambiamos los enunciados asociados 
a las letras proposicionales obtenemos interpretaciones diferentes de la misma 
fórmula. Por ejemplo, los enunciados 


si Dios es todopoderoso, entonces Dios puede hacer milagros, 
si Luis tiene 18 años, entonces Luis puede votar 


son dos posibles interpretaciones de p +4. 

Aunque la interpretación de las letras proposicionales sea la adecuada, 
E. no tiene por qué coincidir con el enunciado E que pretendemos simbolizar 
mediante Ol. La ventaja de E, comparado con E es la precisión: por un lado, la 
estructura sintáctica de E, está perfectamente determinada porque reproduce 
con exactitud la de Q: y, por otro lado, no existe ninguna ambigiedad en el 
significado de las lecturas canónicas de las conectivas porque se supone que la 
semántica de estas expresiones es la misma que la de las conectivas correspon- 
dientes del lenguaje proposicional, Así, Ey puede verse como una precisión de 
E y, en general, la simbolización como una tarea de análisis y precisión de los 
enunciados del lenguaje natural. Lo ideal sería que las condiciones de verdad 
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de E, coincidieran con las de E, pero desgraciadamente con la simbolización 
pueden perderse aspectos importantes del significado de E (como tendremos 
ocasión de ver), de modo que sólo en un caso ideal las condiciones de verdad 
de E y de Ej, serán exactamente las mismas. Á pesar de este componente de 
vaguedad, esta condición es esencial para descartar como inadecuadas ciertas 
simbolizaciones. 

También la segunda condición es imprecisa. Sin embargo, es obvio que el 
cumplimiento de la primera no es suficiente para considerar que una fórmula 
a. simboliza a un enunciado E, Un ejemplo bastará para comprender por qué. 
Las fórmulas 


=p,  pWpWp y  pv(qA-9) 


son lógicamente equivalentes a p, pero es evidente que no las consideraríamos 
simbolizaciones aceptables de un enunciado simple como, por ejemplo, «Leibniz 
nació en Leipzig». A pesar de su imprecisión, la segunda condición es necesaria 
para descartar simbolizaciones extravagantes de un enunciado que tiene una 
simbolización natural. De todas formas, es una condición que debe aplicarse 
con cierta Hexabilidad. 

No hay reglas para simbolizar. La estructura gramatical de un enuncia- 
do puede ayudarnos a simbolizarlo, pero no es un factor determinante. Hay 
enunciados que tienen la misma estructura sintáctica, pero no se simbolizan 
del mismo modo. Así, por ejemplo, «Antonio y Pedro se aburrieron en el cine» 
equivale a la conjunción «Antonio se aburrió en el cine y Pedro se aburrió en 
el cine», pero «Antonio y Pedro se comieron el pastel» no puede simbolizarse 
como una conjunción, porque no significa lo mismo que «Antonio se comió el 
pastel y Pedro se comió el pastel», Tampoco podemos dar reglas sencillas del 
tipo: tal partícula del lenguaje se simboliza siempre de tal modo. Por ejemplo, 
la partícula «y» se simboliza en ocasiones como una disyunción, hay casos en 
que la «0» debe simbolizarse como una conjunción y es frecuente usar un con- 
dicional del lenguaje natural con valor de bicondicional en contextos en que 
no cabe duda de que el otro condicional también se cumple. Los ejemplos más 
claros de los diferentes usos de «y» y «o» son enunciados que deben simboli- 
zarse en los lenguajes de primer orden que estudiaremos más adelante, pero 
podemos hacernos una idea de la dificultad de dar una regla si observamos que 
la expresión «los hombres y las mujeres» no significa lo mismo que «los seres 
que son hombres y mujeres», sino lo mismo que «los seres que son hombres o 
mujeres». La mejor estrategia para simbolizar correctamente consiste en ana- 
lizar con cuidado el enunciado para averiguar qué quiere decir y, una vez que 
lo hemos averiguado, pensar en cómo podemos expresar lo mismo con la única 
ayuda de la interpretación canónica de las conectivas. 

Las oraciones de las que tiene sentido preguntarse si son verdaderas o 
falsas reciben el nombre de «enunciados». Las restantes oraciones, las que 
expresan preguntas, órdenes, ruegos, etc., carecen de valor de verdad y, por 
tanto, no tiene sentido simbolizarlas en un lenguaje formal cuyo supuesto 
básico es que toda fórmula es, una yez interpretada, verdadera o falsa. 

No todos los enunciados compuestos pueden simbolizarse adecuadamente. 
Algunas de las partículas o expresiones del lenguaje que usamos para formar 
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enunciados compuestos a partir de enunciados más simples tienen una inte- 
resante propiedad: el valor de verdad del enunciado compuesto formado con 
su ayuda depende exclusivamente del valor de verdad de los enunciados que 
lo componen. No todas las expresiones del lenguaje que se usan para formar 
enunciados compuestos tienen esta propiedad o, como diremos en lo sucesivo, 
no todas las expresiones tienen un comportamiento veritativo-funcional. Una 
de ellas es la partícula causal «porque». Por ejemplo, la verdad o falsedad del 
enunciado 


Luis fue a ver al médico porque se sentía enfermo 


no depende sólo del valor de verdad de los enunciados simples que lo forman. 
El enunciado puede ser falso aunque sea verdad que Luis se sentía enfermo y 
fue a ver al médico. Más concretamente, el enunciado será falso si Luis no fue 
al médico porque se sentia enfermo, sino por alguna otra razón (tal vez porque 
quería pedirle que acudiera a su casa para visitar a uno de sus hijos). Sólo los 
enunciados compuestos con la ayuda de expresiones que se comportan verita- 
tivo-funcionalmente pueden simbolizarse adecuadamente. Recordemos que la 
característica esencial de las conectivas del lenguaje formal es la de compor- 
tarse veritativo-funcionalmente, de modo que no sería razonable esperar que 
una expresión que no tiene esta propiedad tenga una simbolización adecuada 
en el lenguaje formal de la lógica proposicional. 

¿Hay en el lenguaje alguna expresión veritativo-funcional que no podamos 
simbolizar con la ayuda de las conectivas que tenemos? Como ya sabemos, la 
respuesta a esta pregunta es negativa. La semántica de cualquier expresión que 
se comporte veritativo-funcionalmente puede representarse mediante una tabla, 
de verdad que nos dice cuál es el valor de verdad del enunciado compuesto 
en función del valor de los enunciados que lo componen. Ahora bien, en el 
capítulo anterior hemos demostrado que, dada cualquier tabla de verdad, hay 
una fórmula que tiene dicha tabla de verdad. Este hecho nos garantiza que 
cualquier expresión veritativo-funcional puede simbolizarse satistactoriamente 
en lógica proposicional, 

Para concluir esta sección analizaremos las conectivas una a una rela- 
cionándolas con gran parte de las expresiones del lenguaje que se simbolizan 
con su ayuda. 


NEGACIÓN 


Usamos la negación del lenguaje formal para simbolizar las expresiones 
que en el lenguaje natural utilizamos para negar enunciados. Por ejemplo, tan- 
to «Espriu no escribió Campos de Castilla» como «no es verdad que Espriu 
escribió Campos de Castilla» se simbolizan con p. También pueden simbo- 
lizarse como negaciones enunciados cuya estructura gramatical es la de una 
afirmación, pero que tienen un sentido negativo. Por ejemplo, «George E. Mo- 
ore era incapaz de mentir» puede simbolizarse con p, donde p se interpreta 
como «George E. Moore era capaz de mentir», 
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CONJUNCIÓN 


La conjunción del lenguaje formal se emplea para simbolizar las expre- 
siones veritativo-funcionales del lenguaje que usamos para afirmar que dos 
enunciados son verdaderos. El paradigma de este tipo de particulas es, por 
supuesto, la conjunción «y» cuando se usa para formar un enunciado a partir 
de otros dos como sucede, por ejemplo, en 


Cervantes escribió El Quijote y Picasso pintó Las Meninas. 
En ocasiones la conjunción «y» se usa para unir dos términos, como en 
Cervantes escribió El Quijote y La Galatea. 


También este enunciado puede simbolizarse con pA q, pero al hacerlo así no 
debemos perder de vista que las letras proposicionales se interpretan como 
enunciados (no como términos) y, por tanto, lo que estamos haciendo es dar 
por supuesto que el enunciado anterior es una versión abreviada de 


Cervantes escribió El Quijote y Cervantes escribió La Galatea. 


La semántica de la conjunción se aproxima bastante a la de su correlato en 
el lenguaje natural (es decir, la que tiene la partícula «y»), pero no está claro 
que ambas semánticas puedan identificarse. Como hemos visto, la conjunción 
es conmutativa o, dicho con más precisión, A es lógicamente equivalente a 
BA o. Sin embargo, no parece suceder lo mismo con su correlato del lenguaje, 
porque en ocasiones el orden de los enunciados sugiere cierta conexión causal 
que se manifiesta en el orden en que se enuncian: lo afirmado por el primero 
que se profiere acontece antes que lo afirmado por el segundo. Ningún hablante 
del castellano diría que los enunciados 


escribió una novela y se hizo famoso, 
se hizo famoso y escribió una novela 


significan lo mismo, El primero sugiere que se hizo famoso debido al éxito de 
su novela, mientras que el segundo sugiere que aprovechó su fama (adquirida 
no importa cómo) para publicar una novela. El único modo que tenemos de 
simbolizar estos enunciados en lógica proposicional es mediante la fórmulas 
PAG y pñq que, como sabemos, son lógicamente equivalentes, 

Las expresiones «pero», «aunque» y «sin embargo» pueden simbolizarse 
en algunos contextos mediante la conjunción. Consideremos, por ejemplo, los 
enunciados: 


hacía buen tiempo, pero no salí a pasear, 
aunque hacía buen tiempo, no salí a pasear, 
hacia buen tiempo, sin embargo, no salí a pasear. 
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Es indudable que ninguno de ellos significa exactamente lo mismo que el enun- 
ciado 


hacía buen tiempo y no sali a pasear, 


porque, a diferencia de éste, sugieren que suelo salir a pasear los días que hace 
buen tiempo. La simbolización adecuada en lógica proposicional de todos estos 
enunciados es pA q, pero al hacerlo así debemos ser conscientes de que sólo 
estamos reflejando sus aspectos veritativo-funcionales, 


DISYUNCIÓN 


La disyunción del lenguaje formal se emplea para simbolizar las expre- 
siones veritativo-funcionales del lenguaje que usamos para afirmar que sucede 
al menos una de las dos alternativas tomadas en consideración. La partícula 
que solemos usar para hacer este hipo de afirmaciones es «0, pero no siempre 
está claro cómo debemos entender un enunciado disyuntivo del tipo «tal cosa 
o tal otra». En algunas ocasiones queremos decir que sucede al menos una de 
las dos alternativas. El antecedente del condicional 


si Luisa sabe inglés o informática, puede conseguir el trabajo 


és un ejemplo de enunciado disyuntivo donde no se excluye ninguna de las dos 
posibilidades: puede suceder que Luisa sepa tanto inglés como informática y 
no por ello será rechazada. La simbolización del antecedente del condicional 
y, en general, de los enunciado disyuntivos que no excluyen una de las dos 
alternativas es, naturalmente, pYV q. 

Hay ocasiones, como sucede en 


Roma está en Francia o Roma está en Italia, 


en que no pueden darse al mismo tiempo las dos alternativas. En los casos en 
que es posible que sucedan las dos alternativas y queremos afirmar que sólo es 
verdadera una de ellas lo indicamos explícitamente o usamos las expresiones 
«0... O» y «o bien... o bien», entre otras. Cuando decimos, por ejemplo, 


iremos al cine o a al teatro, pero no a los dos sitios, 
o hace frío o tengo fiebre 


estamos excluyendo la posibilidad de que sean verdaderas al mismo tiempo 
las dos alternativas consideradas en cada caso. Ási, un enunciado disyuntivo 
excluyente es verdadero si y sólo si es verdadero uno y sólo uno de los dos 
enunciados que lo componen. 

En el lenguaje formal no disponemos de ningún simbolo para la disyunción 
excluyente, pero no lo necesitamos. La fórmula 
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(pra) Aa(pAq) 


simboliza el enunciado disyuntivo excluyente cuyos componentes son los enun- 
ciados asociados a p y a q. Los tres últimos enunciados que nos han servido de 
ejemplo pueden simbolizarse de este modo. La tabla de verdad de esta fórmula, 





es precisamente la que tiene la disyunción excluyente, tal como hemos visto 
en el capítulo anterior. 

Obsérvese que si las dos alternativas se excluyen lógicamente, como sucede 
por ejemplo, en el enunciado 


Colón era genovés o Colón no era genovés, 
carece de importancia el modo en que simbolizamos la disyunción, porque 


el resultado será esencialmente el mismo. Este hecho puede enunciarse con 
precisión del siguiente modo: si A Pf es una contradicción, entonces 


avB=(avp)Aa=(a4 B). 


CONDICIONAL 


La verdad (con una asignación dada) de una fórmula condicional no indica, 


la existencia de ningún tipo de relación entre el antecedente y el consecuente, 
lo único que indica es que no sucede que el antecedente es verdadero y el con- 
secuente falso (con la asignación dada). No hay ninguna partícula del lenguaje 
que se use exclusivamente con esta finalidad, pero algunos usos de la expresión 
«si..., entonces» se aproximan bastante a él. 

El hecho de que en lógica se consideren verdaderos los condicionales que 
tienen antecedente falso, puede resultar sorprendente porque, a primera vista, 
parece que nunca usamos la expresión «si..., entonces» de este modo. Un par 
de ejemplos bastarán para ver que no es así, Si sabemos que Kant nació en el 
siglo XVIN, aceptaremos con naturalidad la verdad de los siguientes enunciados 


si Leibniz nació en el siglo XVI, entonces nació antes que Kant, 
81 Leibniz nació en el siglo xIx, entonces nació mas tarde que Kant. 


Si observamos ahora ambos condicionales, veremos que el primero tiene antece- 
dente falso y consecuente verdadero, mientras que el segundo tiene antecedente 








LÓGICA PROPOSICIONAL 187 


y consecuente falsos. En general, se aceptan sin reparos como verdaderos los 
condicionales con antecedente falso que son consecuencia de alguna penera- 
lización que consideramos verdadera. Los condicionales anteriores se aceptan 
como verdaderos, porque son consecuencia de dos generalizaciones que consi- 
deramos verdaderas (suponiendo que sabemos en qué siglo nació Kant): todo 
el que nació el siglo XVI nació antes que Kant y todo el que nació el siglo x1x 
nació más tarde que Kant. 

Expresiones como «es necesario» y «es suficiente» también pueden sim- 
bolizarse en ocasiones con ayuda del condicional. Por ejemplo, los enunciados 


(1) para que un número sea par es suficiente que sea múltiplo de ocho, 
(2) para que llueva es necesario que haya nubes 


significan lo mismo, respectivamente, que los siguientes 


(1 si un número es múltiplo de ocho, entonces es par, 

(2 si llueve, entonces hay nubes 

Es importante observar que 1) la condición suficiente aparece como ante- 
cedente, 2) la condición necesaria aparece como consecuente, y 3) es incorrecto 
simbolizar las expresiones «es necesario» y «es suficiente» como bicondiciona- 
les, Para convencerse de esto último, basta con fijarse en que los dos enunciados 
de partida son verdaderos, pero los que resultan de sustituir en (1%) y (2%) los 
condicionales por bicondicionales son falsos. 

La expresión «sólo si» se utiliza en ocasiones con valor de bicondicional, 
pero usada en sentido estricto es un condicional como pone de manifiesto en 
la siguiente ejemplo. El enunciado 


sólo llueve si hay nubes 
y, su variante sintáctica, 
sólo si hay nubes llueve 
significan lo mismo que (2). Obsérvese además que también equivalen a 
sino hay nubes, entonces no llueve. 


Es evidente que no podemos interpretar «sólo si» como un bicondicional, 
ya que todos estos enunciados son verdaderos, pero 


llueve si y sólo si hay nubes 


es falso. 


L 
lí 
0 











a AZ CAR MALAS > e NA CT 


188 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 
BICONDICIONAL 


Hay muy pocas expresiones en el lenguaje natural que se usen para expre- 
sar bicondicionales. Las más usuales son «es necesario y sufiente», «cuando y 
sólo cuando» y, por supuesto, «sl y sólo si». (Obsérvese que estas expresiones 
ponen de manifiesto que un bicondicional equivale a la conjunción de dos con- 
dicionales.) Sin embargo, hay muchas ocasiones en que Usamos condicionales 
con valor de bicondicionales. Cuando decimos, por ejemplo, que dos fórmulas 
son equivalentes si toda asignación les asigna el mismo valor de verdad, po- 
siblemente estamos utilizando un condicional que debe interpretarse como un 
bicondicional. Naturalmente, si queremos ser fieles al significado del enunciado 
original, estos condicionales deben simbolizarse como bicondicionales. 


2. Consecuencia y argumentación 


Los cuatro argumentos siquientes ejemplifican una serie de estructuras 
básicas de caracter proposicional muy frecuentes; 


1. Supongamos que $ es una sustancia simple. Si $ es simple, entonces 
no es divisible. Si S no es divisible, no es material (pues todas las 
sustancias materiales son divisibles). Así, $ no es material. 


2. Si un cuerpo O se mueve, entonces debe haber algún instante en el 
que esté moviéndose. Ahora bien, no hay ningún instante en el que 
un cuerpo esté moviéndose (esto es, en cada instante el cuerpo ocupa 
una posición fija y determinada). Por tanto, Q) no se mueve. 

3. Supongamos que el vacío no existiera, En este caso los cuerpos no 
podrían moverse (pues no existiría un espacio vacío que pudieran 
ocupar al moverse). Pero esto es absurdo, puesto que los cuerpos se 
mueven. Por tanto, el vacío existe. 

4. O me equivoco al creer que existo o no me equivoco. 51 no me equi- 
voco, entonces existo. Si me equivoco, entonces existo (pues los que 
no existen, no pueden equivocarse). Así, existo. 


La idea del primer argumento está tomada de la Monadología de Leibniz 
(las sustancias simples son las mónadas). El segundo argumento es el núcleo 
de la paradoja de Zenón que hoy conocemos como «la flecha».! El tercer argu- 
mento fue usado por los epicúreos para defender la existencia del vacio (puede 
verse en la carta de Epicuro a Herodoto).* El cuarto argumento, un precedente 
del Cogito ergo sum de Descartes, se debe a san Agustín* 


1. Aristóteles, Física, VEL, capa. 8 y 9 (230"23 y 55.) : 
2, Diógenes Laercio, Vidas de los más ilustres flésofos griegos [Libro X, 528). 
3. Lo Ciudod de Dios (XI, 26). 
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Hay dos formas equivalentes de ver el primer argumento, Por un lado, 
puede verse como la justificación de que la sustancia 5 no es material a partir 
de tres premisas, una de las cuales es que 5 es una sustancia simple. Por otro 
lado, el mismo argumento puede verse también como una demostración del 
condicional «si SÍ es una sustancia simple, entonces $ no es materials. Para 
hacer una demostración directa de un condicional se supone su antecedente 
y se concluye su consecuente, y esto es precisamente lo que se hace en este 
argumento. La equivalencia de estas dos formas de yer el argumento es lo que 
expresa el siguiente enunciado: 


TrRa>spB sii TUJa; + B. 


Hay otro aspecto del argumento que merece destacarse. 51 suponemos 
que $ es una sustancia simple y que si $ es simple, entonces no es divisible, es 
evidente que podemos concluir que $ no es divisible. La estructura de este tipo 
de argumentación puede esquematizarse y generalizarse del siguiente modo 


a =p 

oí 
Este esquema recibe el nombre de Modus Ponens y es uno de los dos esquemas 
básicos que caracterizan la argumentación con condicionales, 


El segundo argumento ejemplifica el otro modo básico de argumentar con 
condicionales. Su estructura es un caso particular del esquema 


a — 
HA 


HL 


que en la actualidad conocernos como Modus Tollens. 

En las demostraciones llamadas «indirectas» o «por reducción al absurdo» 
se supone la negación del enunciado que se desea demostrar con el propósito 
de llegar a una contradicción, Cuando finalmente se alcanza este objetivo se 
considera demostrado el enunciado que se deseaba demostrar. La corrección 
de este tipo de demostraciones es lo que expresa el siguiente enunciado de la 
lógica proposicional: 


Si TUL-0) FB y B es una contradicción, entonces P + O. 


El propósito del tercer argumento es demostrar la existencia del vacio por 
reducción al absurdo. Para ello se supone que el vacio no existe y se llega a 
una contradicción (en este caso se llega a la negación de la premisa que afirma 
que los cuerpos se mueven). 

A las demostraciones cuya estructura es 
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oy B 

0 Y 

B= Y 
Y 


se las conoce como «demostraciones por casos», La estructura del cuarto ar- 
gumento es un caso particular de este tipo de demostraciones. La primera 
premisa es una disyunción de la forma 0.V 0% (o me equivoco al creer que 
existo o no me equivoco) que, como sabemos, es una tautología y, por tanto, 
es innecesaria. En este caso particular el argumento adopta el esquema: 


AY 
0. Y 
Y 


La siguiente proposición abarca todos los enunciados correspondientes a 
los esquemas de argumentación que acabamos de presentar. 


PROPOSICIÓN 11.1. Para todo conjunto de fórmulas DT y para cualesquiera 
fórmulas U%, H y y 


(0) ((a>$B),0) FB, 

(2) ((0a>8B), $) =-u, 

(3) ((avB),(a>v,(B=>V1)F7 

(44 (>, La=V1) 7 

(5) siTU[o)EB, entonces TF0=>bB, 

(6) siTRa—=>PB, entonces TU (0) FB, 

(7) si B es una contradicción y TU[0) [+ B, entonces Pf a. 


DEMOSTRACIÓN. —Justificaremos (4), (5), (6) y (7) dejando las restantes como 
ejercicio. 

(4) Mostraremos que toda asignación que hace verdaderas a (0 —>y) y 
a (a > y) hace verdadera a y. Sea v una asignación tal que v(a — y) = V 
y v(a. > y) = V. Distinguimos dos casos v(a) =V o v(a) =F (demostración 
por casos). Si v(a) = V, entonces v(y) = V, ya que v(0a > Y) =V.5i v(a) =F, 
entonces v(y) =V, pues vía) = V y vita => y) =V. Así, en cualquier caso, 
v(y) = V, como queríamos demostrar. 

(5) Supongamos que PUJa) =P y, en busca de una contradicción, que 
TX a—>8B. Así, existe una asignación v tal que v satisface T y v(0. +) =F. De 
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este modo v(a1) =V y v(B) =F. Pero entonces y satisface TU(a) y v(B) =F, lo 
que es imposible, pues hemos supuesto que PU(aj [+ B. Por tanto, PRa-> PB. 

(6) Supongamos que P' 5 0. > B. Para ver que PU[a) | B, suponemos que 
ves una asignación cualquiera que satisface l' y mostramos que v(B) =V. Si y 
satisface TU(a), entonces v satisface a T' y v(01) = V. Puesto que Po fp, 
vía PB) =V. Así, v(a) =V y vía > PB) = V; por tanto, v(B) = V. 

(7) SiTUL=0) FB y P es una contradicción, entonces PU (a) es insatis- 
facible. Así, toda asignación que satisface T hace falsa a (2. En consecuencia, 
toda asignación que satisface P hace verdadera a Qt; esto es, PF a. O 


3. Ejercicios 


1. Suponemos que una figura sólo puede ser cuadrada o triangular, pequeña O 
grande, y roja o azul. Indique en cada una de las situaciones siguientes qué 
figura estamos describiendo: 


(a) Si la figura es grande, también es azul; o es un triángulo azul o es roja y 
pequeña; si es roja, no es un cuadrado pequeño; si es un triángulo, es rojo 
y pequeno. 

(b) Si es un cuadrado pequeño, es rojo; ni es un cuadrado grande ni es un 
cuadrado rojo; es un triángulo sólo si es rojo. 

(e)  Noes un cuadrado grande; no es un triángulo azul; es roja si y sólo sl es 
pequena. 

(d) Si es un cuadrado 0 es roja, es grande; es grande si y sólo $1 es azul; sólo 
es un cuadrado si es roja. 


2. Simbolice cada uno de los argumentos siguientes y determine $1 es correcto o no. 


(a) Si una sustancia $ es simple, entonces no es divisible en sustancias simples. 
Si $ es una sustancia material, entonces es divisible en sustancias simples. 
Por tanto, si $ no es material, entonces es simple. 

(b) SiS es un ser que no debe su existencia a ningún otro ser, entonces $ es Dios. 
Si $ debe su existencia a otro ser, entonces 0 él o alguno de sus antepasados 
debe su existencia a Dios o $ tiene un número infinito de antepasados. 5i 
el universo tuyo un comienzo el tiempo, £ no tiene un número infinito 
de antepasados. Dios existe, tanto si $ es Dios como si $ o alguno de sus 
antepasados debe su existencia a Dios. Por tanto, si el universo tuvo un 
comienzo, Dios existe. 

(c) Si las cosas se componen de infinitas unidades iguales y estas unidades tié- 
nen peso, entonces el peso de las cosas es infinito. Si las cosas se componen 
de infinitas unidades iguales y estas unidades no tienen peso, entonces las 
cosas no pesan nada. Ni las cosas carecen de peso ni tienen un peso infinito. 
Por tanto, las cosas no $e componen de infinitas unidades iguales. 

(d) El argumento A sólo tiene interés cuando es correcto y su conclusión con- 
tiene información que no contienen sus premisas. Si la conclusión del ar- 
gumento Á contiene información que no contienen sus premisas, entonces 
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puede suceder que sus premisas sean verdaderas y su conclusión falsa, Co- 
mo sucede con todos los argumentos, el argumento A sólo es correcto si no 
puede suceder que sus premisas sean verdaderas y su conclusión falsa, Por 
tanto, el argumento Á no tiene interés. 

Un cuerpo imposible de destruir (incluso por Dios) sólo puede existir si 
Dios puede y quiere crearlo. Si Dios es todopoderoso, entonces no existe 
un cuerpo que sea indestructible, Dios es todopoderoso y si quiere crear un 
cuerpo indestructible, puede hacerlo. Por tanto, Dios no quiere crear un 
cuerpo indestructible, 

Compare este argumento con el que resulta de sustituir la primera premisa 
por la siguiente: un cuerpo imposible de destruir existe sí Dios puede y 
quiere crearlo, 
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CAPÍTULO 12 
SINTAXIS DE LOS LENGUAJES DE PRIMER ORDEN 


1. Introducción 


La lógica proposicional sólo es útil para analizar la estructura de los enun- 
ciados compuestos formados a partir de otros más simples con ayuda de ex- 
presiones veritativo-funcionales. Hay muchos argumentos cuya corrección no 
depende (o al menos no depende exclusivamente) de este tipo de expresiones, 
sino de la estructura de enunciados que en lógica proposicional se consideran 
simples. Consideremos, por ejemplo, los tres argumentos siguientes: 


Todos los planetas son esféricos, Júpiter es un planeta; por tanto, 
Júpiter es esférico. 
El planeta Júpiter es mayor que Marte; por tanto, hay algún planeta 
mayor que Marte. 


6 es divisible por 2, 7 no es divisible por 2; por tanto, 6 es distinto 
de 7. 


Es evidente que los tres argumentos son correctos, pero la lógica pro- 
posicional no puede dar cuenta de la correción de ninguno de ellos. Desde el 
punto de vista de la lógica proposicional los enunciados que aparecen en es- 
tos argumentos son simples (es decir, no resultan de combinar dos enunciados 
mediante una expresión veritativo-funcional) o son negaciones de enunciados 
simples. El único modo de simbolizar un enunciado simple en lógica proposl- 
cional es mediante una letra proposicional, de modo que si simbolizamos en un 
lenguaje proposicional estos argumentos obtendremos (ordenados de izquierda 
a derecha): 





Pp F 
2 ML TH 
Pz d> 3 


(en el tercer argumento la letra r, corresponde a «7 es divisible por 2» y r3 a «6 
es igual a 7»). Es obvio que la corrección de los tres argumentos del lenguaje 
natural radica en aspectos estructurales de los enunciados que los componen y 
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que la lógica proposicional es incapaz de reflejar. Ésta es precisamente la razón 
de que los argumentos resultantes de la simbolizarción no sean lógicamente 
correctos. 

Para estudiar la corrección de argumentos como los que nos sirven de 
ejemplo necesitamos un lenguaje formal que nos permita analizar o repre- 
sentar la estructura de enunciados que en lógica proposicional se consideran 
simples. Un modo de averiguar qué tipo de signos debe tener un lenguaje for- 
mal útil para esta finalidad es observar el tipo de expresiones que aparecen 
en los enunciados que deseamos analizar. En los enunciados que componen los 
argumentos anteriores se encuentran todos los elementos sintácticos que nos 
interesan. 

Las expresiones que aparecen en dichos enunciados pueden clasificarse en 
cinco categorías: 


1, Nombres propios, que son expresiones que usamos para referirnos a un 
objeto determinado. Obviamente, «Júpiter» y «Marte» son nombres 
propios, pero es importante observar que «6», «7 y «2» también lo 
s0n. 


2. Nombres comunes y adjetivos que utilizamos para decir que un objeto 
tiene cierta propiedad; «planeta», «estrella» y «números» son palabras 
que se usan con esta finalidad. 

3. Expresiones relacionales, esto es, expresiones que usamos para rele- 
rirnos a relaciones o para decir que un individuo está relacionado de 
algún modo con otro, A esta categoría pertenecen, por ejemplo, las 
expresiones «es divisible por» y «es mayor que». Estas expresiones 
son binarias, porque relacionan dos individuos. Aunque no aparecen 
en los ejemplos, también podemos encontrar en el lenguaje natural 
expresiones relacionales ternarias como en «a está entre b y e». 


4. Una expresión relacional especial que nombra a la relación de identi- 
dad: «es igual a». 


5. Expresiones que usamos para hablar de la totalidad o de una parte 
de un dominio de objetos como, por ejemplo, «todos» y «algunos». 
A este tipo de expresiones las llamamos cuantificadores. Como vere- 
mos, la palabra «ninguno» puede considerarse una combinación de la 
negación y alguna de las dos anteriores. 


No hemos incluido en la lista las expresiones veritativos-funcionales por- 
que no figuran en los enunciados que intervienen en los argumentos que usamos 
como ejemplo, pero, como se comprenderá más adelante, son necesarias para 
analizar algunos de ellos. 

Para poder representar la estructura (o la forma) de enunciados de este ti- 
po necesitamos que nuestro lenguaje tenga signos que desempeñen una función 
similar a las desempeñadas por las expresiones de las distintas categorías que 
acabamos de mencionar. Así, nuestro lenguaje tendrá signos (que llamaremos 
lógicos) para las conectivas, la relación de identidad y los cuantificadores. Para 
usar los cuantificadores necesitaremos además variables individuales, un tipo 
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de signos que no aparecen en la lista anterior simplemente porque no hemos in- 
tentado analizar los enunciados que nos sirven de ejemplo. Por último, dispon- 
dremos también de constantes individuales, símbolos de predicado y símbolos 
relacionales que nos permitirán simbolizar las expresiones que pertenecen a 
las tres primeras categorías. Las constantes individuales desempeñarán en el 
lenguaje formal una función sintáctica análoga a la que desempeñan los nom- 
bres propios en el lenguaje natural; del mismo modo, la función de los símbolos 
relacionales será similar a la de las expresiones relacionales y la de los símbolos 
de predicado a la de los nombres comunes y adjetivos del lenguaje natural, 

La corrección de los argumentos a los que deseamos aplicar el sistema 
lógico que vamos a introducir depende de las expresiones correspondientes a 
los símbolos lógicos. Explícitamente, la lógica de primer orden con identidad 
(que es la que presentamos en este libro) se aplica al análisis de los argumentos 
cuya corrección no depende sólo del significado de las expresiones veritativo- 
funcionales, sino también de las propiedades de la relación de identidad o del 
significado de los cuantificadores. 


2, Los lenguajes de primer orden 


Todos los lenguajes de primer orden tienen en común los símbolos siguien- 
Les; 


l. VARIABLES. Hay infinitas variables, tantas como números natura- 
les. En lo sucesivo utilizaremos «x», «y» y «z», posiblemente con 
subíndices, como variables; también usaremos estas letras para re- 
ferirnos a variables cualesquiera. 

CONECTIVAS; A,W,>,4,7 

3. CUANTIFICADORES: El cuantificador universal, Y, y el cuantificador 
existencial, =. 

4, SÍMBOLO DE IGUALDAD: ==. 

5. PARÉNTESIS. 


Las conectivas, los cuantificadores y el símbolo de igualdad son los sím- 
bolos lógicos del lenguaje y los paréntesis son sus símbolos auxiliares. 

Cada lenguaje de primer orden está caracterizado por sus símbolos pro- 
pios (los que tiene además de los comunes). Estos simbolos pueden ser de tres 
tipos: constantes individuales, símbolos de predicado y símbolos relacionales. 
Más adelante, en el capítulo 15, consideraremos lenguajes con una nueva clase 
de símbolos, los símbolos funcionales. Las constantes individuales (o, sim- 
plemente, constantes) se comportan como nombres propios, los simbolos de 
predicado sirven para expresar propiedades y con los símbolos relaciona- 
les expresamos relaciones. Cada símbolo relacional tiene un índice, que es un 
número mayor o igual que 2; indica el tipo de relación que puede expresar: 
binaria, ternaria,..., n-aria. Por razones técnicas, es conveniente considerar los 
símbolos de predicado como símbolos relacionales unarios, es decir de índice l. 
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No hay ninguna restricción acerca del número de simbolos propios que puede 
tener un lenguaje de primer orden o acerca del número de símbolos que puede 
tener de cada clase. Por ejemplo, un lenguaje de primer orden puede tener co- 
mo símbolos propios únicamente una constante, o uma constante y un símbolo 
relacional, o un simbolo de predicado y ningún símbolo relacional, etc, Tam- 
bién puede carecer de símbolos propios; el único lenguaje sin símbolos propios 
es el lenguaje puro de la identidad. En cualquier caso, para identificar un len- 
guaje de primer orden basta decir cuáles son sus constantes, cuáles son sus 
símbolos de predicado y cuáles son sus símbolos relacionales, es decir, basta 
con especificar sus simbolos propios. 

Normalmente, usaremos las letras «c», «de y «e» como constantes; las 
letras «P» y «Q» como simbolos de predicado y las letras «Rx», «S» y «To 
como símbolos relacionales, todas ellas posiblemente con subíndices. También 
usaremos estas letras para referirnos, respectivamente, a constantes, simbolos 
de predicado y simbolos relacionales cualesquiera. 

Una expresión de un lenguaje de primer orden Les una sucesión finita de 
simbolos de £. De entre las expresiones destacamos los términos y las fórmulas, 
que definimos a continuación. 

Un término de un lenguaje de primer orden L es una variable o una 
constante de £. 


FÓRMULAS 


Las fórmulas atómicas de un lenguaje de primer orden £ son todas las 
expresiones de la forma 
tt. Pio Riot 
donde t,f!' y t;,...,f, son términos de £, P es un simbolo de predicado de £ y R 
es un simbolo relacional n-ario de L. Las fórmulas de la forma 1 == 1' se llaman 
ecuaciones. 
Las siguientes expresiones son fórmulas atómicas: 


xy, csd, xs d, Rxt, 


Rxy, Pe, Oy, ÓXVZ, 


donde R es un símbolo relacional binario y $ es un simbolo relacional ternario. 

A partir de sus fórmulas atómicas podemos obtener todas las fórmulas 
de un lenguaje £. Una fórmula de L o, simplemente, una fórmula es una 
expresión que se obtiene de acuerdo con las siguientes reglas: 


1. Toda fórmula atómica de £ es una fórmula. 

2. Si 0 es una fórmula, también lo es 0. 

3. Sia y f son fórmulas, también lo son (04.4 Bb), (av), (a —= B) y 
(0 ++ P). 


4. Si (6 es una fórmula y x es una variable, Vxa y lrx0 también son 
fórmulas. 
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El conjunto de las fórmulas de L es, por tanto, el menor conjunto de ex- 
presiones de L que contiene a todas las fórmulas de L y está cerrado respecto a 
las reglas de las cláusulas 2, 3 y 4 anteriores. Asi, tenemos el siguiente principio 
de inducción para fórmulas. 


PRINCIPIO DE INDUCCIÓN PARA FÓRMULAS. Si L es un lenguaje de primer 
orden, P es una propiedad y 
1. todas las fórmulas atómicas de L tienen la propiedad 'P, 
2 sia es una fórmula de L con la propiedad P, —0. también tiene la 
propiedad P, 
3. sio y PB son fórmulas de L con la propiedad P, las fórmulas (LAB), 
(av PB), (a B), (0 + B) también tiene la propiedad P. 
4. sicues una fórmula de L con la propiedad P y x es una variable, las 
fórmulas Vxo y 3xP también tienen la propiedad P, 


entonces toda fórmula de L tiene la propiedad P, 


Las siguientes expresiones son fórmulas no atómicas: 


5 y, =Px, 
(Px => Rxy), (PxA=Qy), 
VxPx, VaPx, 


Wal dy (Px A Rxy) > Rxx), WiWy(Px — Rxy). 

La tercera cláusula de la definición de fórmula contiene en rigor cuatro re- 
glas y la cuarta cláusula dos. Como ya se explicó en el capítulo 6, los paréntesis 
que introducen las reglas de la cláusula 3 son necesarios para que las fórmulas 
admitan una única lectura, es decir, carezcan de ambigiiedad. o 

Como hacíamos en la lógica proposicional, podemos omitir los paréntesis 
exteriores de una fórmula. Así, por ejemplo, escribiremos 


Wily(Px A Rxy) +>=kRec 


en lugar de : 
(WxTy(Px A Rxy) > Rec). 


También escribiremos Vx; ... Xy 0 y 1; ...1,0 €n lugar de Ya... Vx, 01 y de 
3x,...3x, 02, respectivamente. Así, la secuencia de cuantificaciones 


WiWy12 Ju Y vYw 


se abrevia 
Way zi ww, 
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Por ejemplo, escribiremos 
ViWy(Px—= Jzdv(QOv A Rzy)) 


en vez de 


Way(Px= Jzv(Ov A Rzy)). 


Al igual que en lógica proposicional, diremos que una fórmula de la forma 
(a — B) es un condicional, una de la forma >0 una negación, etc. Además 
diremos que las fórmulas de la forma Yxa: son cuantificaciones universales y 
las de la forma 30 cuantificaciones existenciales; así, se dice que Vxa. es una 
cuantificación universal de Q£ y que xo: es una cuantificación existencial de 0. 


SUBFÓRMULAS 


Al igual que en el caso de la lógica proposicional podemos asociar a cada 
fórmula su drbol genealógico, que describe la construcción o generación de la 
fórmula de acuerdo con las reglas anteriores. Sus nudos últimos los constituyen 
las fórmulas atómicas a partir de las que se obtiene la fórmula. Por ejemplo: 


1, El árbol genealógico de la fórmula WiJdy(PxA Rxy) + "Rec es el si- 
guiente: 


Widvy(lPx A Rxy) > =Rec 
VxJdy(Px A Rxy) Rec 
Iy(Px A Rxy) Rec 
(PxA Rxy) 
Px Rxy 


2 El ás genealógico de la fórmula Vx(Px —+ TyRxy) => Wx(TvRxy —> 
=0x) es: 
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Wa(Px= JyRxy) + Wx(HyRxy > Qx) 


Va(Px= Sy Rao) Vx(AyRoy + 0x) 
(Px > JyRxy) (3yRxy > 50x) 
Px JyRxy L Ss 

La 


Las subfórmulas de una fórmula son las fórmulas que aparecen en su 
árbol genealógico, incluida la propia fórmula, Asi, las subfórmulas de la fórmula 


Way (PxA Rxy) => Roe 
del primer ejemplo son: 
Waly(PxA Rxy) +>Rec, Wady[PxARxy), Ree, 
Ty(Px A Rxy), Ree, (Ex A Ray). 
Px, Rxy, 


Las de la fórmula Vx(Px + 3yRay) + Wx(3yRxy +-—0x) del segundo ejem- 
plo son: 


Val Pxa—= FyRxy) > xy Rxy > 0x), ValPx > JyRxy), 


Wa(TyRxy => 0h), (Px= 3yRxy), 
(JyRoy + +0x), Px, 

TyRxy, Qx, 

Rxy, Ox. 


Podemos obtener las subfórmulas de una fórmula cualquiera de acuerdo 
con las reglas siguientes: 


Ll. Siotes atómica, 0 es su Única subfórmula. | 
2. Sites =P, las subfórmulas de o. son Qe y las subfórmulas de B. 
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3. Sia.es (BAy o (Bvy o (B= Y o (B + y), las subfórmulas de ar son 
o, las subfórmulas de f y las subfórmulas de y. 
4. Sioes Vxh o xP, las subfórmulas de al son al y las sublórmulas de f. 


VARIABLES LIBRES Y LIGADAS 


Para poder expresar algunos hechos con comodidad llamaremos bloques 
cuantificacionales a las expresiones de la forma Vx y Ax, es decir, aquellas 
que constan de un cuantificador seguido de una variable. 

Un mismo símbolo puede aparecer distintas veces en una expresión, o, 
como diremos, puede presentar distintas apariciones en la expresión. En par- 
ticular, una misma variable puede aparecer varias veces en una fórmula. 

Una aparición de la variable x en una fórmula 0: es ligada si es una apa- 
rición de x es una subfórmula de Ol de la forma 1) o Yxf, en cuyo caso decimos 
que está ligada por el cuantificador existencial o el universal, respectivamente. 
Asi, toda aparición de una variable x en un bloque cuantificacional es ligada. 
Una aparición no ligada de una variable en una fórmula es una aparición 
libre de la variable en la fórmula. Así, en la fórmula 


Wx(Px => Rxy) + (HyPy —+ Rxz) 


la primera aparición de x fuera de un bloque cuantificacional (en Px) y la 
segunda (en Rxy) son apariciones ligadas (por Vx). Sin embargo, la tercera 
(en Rxz) es libre, La primera aparición de la variable y fuera de un bloque 
cuantificacional (en Rxy) es libre, y la segunda (en Py) es ligada (por y), Por 
último, la única aparición de la variable z es libre. 

Una variable está ligada en una fórmula si aparece en la fórmula y por 
lo menos una de sus apariciones es ligada. Análogamente, una variable está 
libre en una fórmula si aparece en ella y por lo menos una de sus apariciones 
es libre. Una misma variable puede estar libre y ligada en una misma fórmula 
(aunque, naturalmente, ninguna aparición de la variable puede ser a la vez libre 
y ligada). Para indicar que las variables que aparecen libres en una fórmula al 
están entre las variables x¡,...,X, escribiremos 


Or(xy yan ¡Ende 


Así, cuando por ejemplo utilicemos la expresión q(x) deberá entenderse que 
en la fórmula (q o no aparece ninguna variable libre o únicamente aparece libre 
la variable x. 

Una fórmula con una o más variables libres es una fórmula abierta y 
toda fórmula sin variables libres es una fórmula cerrada o sentencia. Las 
sentencias son las fórmulas que corresponden a los enunciados de un lenguaje 
natural, aquellas fórmulas de las que, una vez interpretadas, tiene sentido 
preguntarse si son verdaderas o falsas. Por ejemplo, las fórmulas 


nd, Pe = Kce, 
WxaWy(Px= Rxy), Wx(Hy(Px A Rxy) + Rxc) 
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son sentencias, mientras que 


HAHN, Px—= Rxy, 
WiyRxy + Rxx, We(Iy(Px A Rxy) +=Rzx) 


son fórmulas abiertas. 


SUSTITUCIÓN DE VARIABLES POR TÉRMINOS 


Si es una fórmula de un lenguaje de primer orden, x es una variable y 1 
un término (una constante o una variable), la sustitución de x por £ en q, en 
símbolos, pl), es la fórmula obtenida al reemplazar en (q cada aparición libre 
de x en q por £, Por ejemplo 


Px(3) es la fórmula Py 
Py(*) es la fórmula Py 
Vx(Rxy + Py) (Y) es la fórmula  Vx(Rxc= Pc) 
Wy(Ryx= Px) (Y) es la fórmula VWy(Ryx—=> Px) 
(VxPx=Qx) (5) es la fórmula  (VxPx= Qy). 


ps 


En los ejemplos (2) y (4) no debernos reemplazar ningún símbolo puesto 
que la, variable y no aparece libre en la fórmula. En el ejemplo (5) únicamente 
reemplazamos la tercera aparición de x, que es la única libre, 

Si q es una fórmula, x¡,...,x, son variables distintas y f;,...,£, son bér- 
minos, la sustitución simultánea de las variables x¡,...,x, por los términos 
ty... ,1, en q, en símbolos, p(7 77"), es la fórmula obtenida al reemplazar en 
( cada aparición libre de x, por 1;, ..., y cada aparición libre de x, por f,. Por 
ejemplo, la sustitución simultánea de x,y,z por c,d, y en 


Wxil[Px—> ax y) A Oz 


es la fórmula | 
WilPx=x=d) AQy. 
Observernos que es posible que pl) sea diferente de p(;) (E). Asi, por 
ejemplo | | 
Rxy de) = Ryx 
pero 
Ray (5) (1) = Raz. 
Sin embargo, si f; y £ son constantes, entonces el pe y 9 (7) (7) son 
iguales. 























204 
d 


di 


LÓGICA DE PRIMER ORDEN 


(1) una disyunción, 
(2) la cuantificación universal de una disyunción, 
(3) la cuantificación universal de una negación. 
Añada paréntesis a la expresión 

Wa WyRxy — JzPx A RxzV Px 


de modo que resulte una fórmula cuya forma sea la que se indica: 
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(13 una disyunción, 
(2) un condicional cuyo consecuente es una disyunción, 
(3) una disyunción cuyo primer componente es una cuantificación universal, 


(4) la cuantificación universal de una disyunción, 


ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 

Ejercicios 

¿Cuáles de las siguientes expresiones son fórmulas atómicas? (R es un símbolo 
relacional binario y $ uno ternario). 

(1) Rxy, (6) RPxy, 

(7) So, (7) Pe, 

(3) Sxyc, (8) Sece, 

(4) RS, (9) P, 

(5) Pxy, (10) PxAPy, 

¡Cuáles de las siguientes expresiones son fórmulas? (R es un símbolo relacional 
binario). 

(1) WrRxy, (7) Wxr(Px=(0xV Rxy)), 

(2) WeRxy, (8) WelPx—=(0Ox VW Rxy), 

(3) VzRxy, (9) Wxr(Px= 3y(QxV Rxy)), 

(4) (RxyAPx), (10) Wedy(Px=> Ray), 

(5) VWx(PxRxy), (11) We y(Px + Rxy), 

(6) (VxPx), (12) WriyPy —=Rxy. 

Añada paréntesis a la expresión 

VaWyRxy = Ryx 

de modo que resulte una fórmula cuya forma sea la que se indica: 

(1) un condicional, 

(2) la cuantificación universal de un condicional, 

(3) la cuantificación universal de la cuantificación universal de una fórmula. 
Añada paréntesis a la expresión 

WiTvKxay —= WoKxz 

de modo que resulte una fórmula cuya forma sea la que se indica: 

(1) un condicional, 

(2) la cuantificación universal de un condicional, 

(3) la cuantificación universal de la cuantificación existencial de una fórmula. 
Añada paréntesis a la expresión 


Va JyKxy V Rxz 


de modo que resulte una fórmula cuya forma sea la que se indica: 





(5) 


la cuantificación universal de un condicional, 


(6) la cuantificación universal de la cuantificación universal de un condicional, 
(7) la cuantificación universal de la cuantificación universal de una disyución, 
(8) la cuantificación universal de un condicional cuyo consecuente es la cuan- 


tificación existencial de una fórmula. 


Halle las subfórmulas de cada una de las fórmulas siguientes. 


(1) Vr(Px= Rxy), (7) Wx(Px => (Qrv Rxy)), 
2) WxRxy, (8) Wavy(Px= (Ox V Ray)), 
(3) W2z(RxyA3yPy), (9) x(PxA dy(QxV Ray), 
(4d) RoA=Px, (10) WxJykRxy, 

(5) VxPxWRxy, (11) 3yWxRxy, 

(6) ——WxPx, (12) Vx(3yPy + Rxy). 


Para cada una de las fórmulas siguientes diga qué apariciones de variables ¿on 


libres y cuáles ligadas. Indique en cada caso qué bloque cuantificacional liga las 


apariciones ligadas. 


(1) VxRxy, (7) Wx[Px=(0xV 3y3xkRxy)), 
(2) Wx(Px—=Rxy), (8) ViWWy(Pxr—= (Qxv Rxy)), 
(3) Wx(RxyAJyPy), (9) ]x(PXA3y(QxV Rxy)), 
(4) TyExiRayA -Px), (10) Vx3yRxay, 

(5) VWxPxvWyRxy, (11) 3yWYyRxy, 

(6) WilRar—= Iy(Py ARxy)), (12) Wx(3xPx => Rxy). 
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10. 


11, 


12, 


13. 
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Clasifique las siguientes fórmulas en sentencias y fórmulas abiertas. 


(1) WxVyRay, (7) Wx(Px= (QxV JyRxy)), 
(DD WxPx=> ku), (8) WiWy(Px—= (Ox V Rxy)), 
(3) Vx(RxyA3yPy), (9) xPxATv(Qx V Ray), 
(4) yA Rxy A=Px), (10) Vx3yRxy, 

(5) WxPxwWylxRxy, (11) Ro, 

(6) Wa(Rxx—= Iv(PyA Ray), (12) Wyw(HxPx= Rxy). 


Obtenga primero la sustitución de la variable y por la constante e y después 
la sustitución de la variable y por la variable x en cada una de las fórmulas 


siguientes, 

(1) VxRxy (7) Wx(Py—= (Qx V Rxy)) 
(2) Wx(Px—= Rxy) (8) Wivy(Px — (Qx V Rxy)) 
(3) Wx(RiyA3yP») (9) (ExPxA (EyQxV Rx) 
(4) Jy2xkRay APx) (10) Wx(Rxy + 3yRwy) 

(5) WxPxW IxRxy (11) TyRxy A xRxy 

(6)  Vx(Kax—= (JyPy A Rxy)) (12) Wx(HxPx= Rxy) 


Es fácil pasar de la fórmula Rxy a la fórmula RKyx mediante una sustitución 
simultánea: Rxy(7) = Ryx. Sin embargo, las fórmulas Rxy (7) (0), Ryx y Roy (2) €) 
son distintas entre sí. No obstante, toda sustitución simultánea puede obtenerse 
mediante series de sustituciones individuales. Pase de Rxy a Ryx y de Sxyz a Szyx 
mediante una serie de sustituciones individuales. 


Demuestre, utilizando el principio de inducción para fórmulas, que para cada 
fórmula q, cada variable x y cada término £, la sustitución de x por f en (Q, es 
decir, la expresión p(;), es una fórmula. 


Demuestre, utilizando el principio de inducción para fórmulas, que el número 
de simbolos lógicos de una fórmula es siempre mayor que el número de símbolos 
lógicos de sus subfórmulas propias (es decir, las distintas a ella). 








CAPÍTULO 13 


SEMÁNTICA DE LOS LENGUAJES DE PRIMER ORDEN 


1, Estructuras 


En el capítulo anterior introdujimos la sintaxis de los lenguajes de primer 


orden. Ahora prestaremos atención a su semántica, es decir, indicaremos cómo 


se les atribuye significado. | 

Para interpretar un lenguaje de primer orden deberemos hacer dos COSAS: 
fijar un conjunto Á no vacio de objetos e interpretar cada uno de los símbolos 
propios. Esto último se hace indicando para cada una de las constantes qué 
objeto del dominio A va a nombrar, asignando a cada símbolo de predicado un 
subconjunto (que puede ser vacio) del conjunto Á y asignando a cada simbolo 
relacional n-ario una relación n-aria, es decir un conjunto (que puede ser vacio) 
de n-tuplos de elementos de A. | 

Así, una interpretación para un lenguaje de primer orden L consiste en 


un par 
A=(A,P), 
al que llamamos una estructura para £, donde 


LA es un conjunto no vacío, llamado el dominio o el universo de la 
estructura, 

2. Fes una función cuyo dominio es el conjunto de los símbolos propios 
de L y tal que: 


21. si Pes un símbolo de predicado de L, F(P) es un subconjunto 
de A, 

2.2. si Res un símbolo relacional n-ario de L (n > 1), F(R) es una 
relación »-aria en Á, 

2.3. sices una constante de L, Fe) es un elemento de A, 


Si ys es un simbolo propio de L, F(s) es la interpretación de s €n la 
estructura 4, En lugar de « F(s)» usaremos habitualmente 


y 





A A A 
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para referiremos a la interpretación de s en A, es decir, s*= Fis). Si c es una 
constante individual, diremos que c* es la denotación, o el valor, de c en A. 

Por ejemplo, si L es el lenguaje cuyos símbolos propios son dos símbolos 
de predicado, P y Q, dos símbolos relacionales binarios, K y 5, y dos constantes, 
ce y d, representaremos una estructura para £L del siguiente modo: 


A= A PALO RAS, 0d. 


EJEMPLOS 


Consideremos el lenguaje L cuyos simbolos propios son dos simbolos de 
predicado P y Q, un símbolo relacional binario R y tres constantes €],€2 Y C3. 
Una estructura para este lenguaje es 


A= a PELOA RA a, Cit 


donde A es el conjunto de los objetos celestes del sistema solar, P4 es el 
conjunto de los planetas, 0% es el conjunto de los satélites, R* es la relación 
girar alrededor de entre objetos celestes del sistema solar, cf es la Tierra, c7 
es la Luna y c7 es el Sol. 

Otra estructura para este lenguaje es 


'B= (B, Pp”, rd a) 


donde B es el conjunto de los números naturales, PY es el conjunto de los 
números pares, 0% es el conjunto de los números primos, R* es la relación ser 
menor que entre números naturales, c? es el número 0, cs es el número | y ef 
es el número $5, 


Por último, otra estructura para £L es 


C => (€, pe. O RAE, cs) 


donde 
C=(1,2,3,4), p*=(1,2), 9 =0, 
R£=1(1,3,(1,0,43,2) == 1, mé, 
OBSERVACIONES 


1. El universo de una estructura nunca es vacio. 

2. Es posible que las interpretaciones de los símbolos de predicado y 
de los símbolos relacionales sean el conjunto vacio. La razón es que es 
posible hablar de propiedades que no posee ningún objeto del dominio 
de la estructura y de relaciones que no se dan entre objetos del mismo. 
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3. Un mismo lenguaje de primer orden puede tener distintas interpreta- 
ciones, es decir, puede interpretarse en distintas estructuras. 


2. Verdad en una estructura 


Una estructura para un lenguaje de primer orden nos proporciona la 
interpretación de los simbolos propios del mismo. Para determinar el valor de 
verdad de las sentencias del lenguaje en la estructura debemos fijar también 
el significado de los símbolos lógicos. El significado de las conectivas es el 
que se ha descrito en lógica proposicional: la conjunción de dos sentencias 
es verdadera en una estructura si y sólo si cada una de ellas es verdadera, 
la disyunción de dos sentencias es verdadera en una estructura si y sólo si al 
menos una de ellas es verdadera, la negación de una sentencia es verdadera 
si y sólo si la sentencia negada es falsa, el condicional de dos sentencias es 
verdadero si y sólo si su antecedente es falso o su consecuente verdadero, y el 
bicondicional de dos sentencias es verdadero si y sólo si ambas son verdaderas o 
ambas falsas. El cuantificador universal significa «para todo objeto del dominio 
de la estructura» y el cuantificador existencial significa «para algún objeto del 
dominio de la estructura». Así, si el lenguaje tiene el símbolo de predicado 
P, la sentencia VxPx es verdadera en una estructura A si y sólo sl todos los 
objetos del dominio de la estructura A pertenecen al conjunto que interpreta a 
P, es decir, si PA es igual al dominio de A. Análogamente, la sentencia IxPx es 
verdadera en una estructura A si y sólo si hay al menos un objeto del dominio 
de la estructura A que pertenece a p?. 


EJEMPLOS 


Consideremos el lenguaje de primer orden con dos símbolos de predicado 
P y O, un símbolo relacional binario R y una constante e. Consideremos la 


estructura ez (APALOA RA, 
donde 
A es el conjunto de los números naturales, 
PA es el conjunto de lo números pares, 
0% es el conjunto de los números impares, 
RÁ es la relación menor que entre números naturales, es decir, 


(n,m) € RY sii nes menor que m, 


c% es el número l, 
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El papel de las variables en las ecuaciones es parecido al de los pronombres 
en una lengua natural. Consideremos la oración 


él es un novelista. 


Fuera de contexto, esta oración no es ni verdadera ni falsa. La podemos usar 
para referirnos a distintas personas. Si con «él» nos referirmos a Camilo José 
Cela o a Mario Vargas Llosa lo que decimos es verdadero, pero 81 nos referirmos 
a Picasso o a Federico Fellini lo que decimos es falso. 

Una fórmula con una variable libre, como, por ejemplo, Px, se comporta 
análogamente a una ecuación y a una expresión con pronombres. En una es- 
tructura A, según qué objeto asignemos a x, Px puede expresar una verdad 
o una falsedad, Por ejemplo, en la estructura A = APA, OA, RA CA, donde P 
y O son símbolos de predicado, R es un símbolo relacional binario, c es una 
constante, A=41,2,3,4) y 


P* = (1,2), 0% = (2,3), R?= ((1,2),(2,3),03,3)), c=1, 


si asignamos a x el número 1 o el 2, la fórmula Px expresa una verdad, pero 
si asignamos a x el número 3 o el 4, expresa una falsedad. Por analogía con el 
caso de las ecuaciones podemos decir que 1 y 2 son soluciones de Px en A pero 
que 3 y 4 no lo son. 

La analogía que hemos establecido entre la fórmula Px y las ecuaciones por 
un lado, y las expresiones con pronombres por otro, vale de modo general para 
las fórmulas con variables libres. Así, las soluciones de Px en la estructura A 
son 3 y 4. 

Canales la fórmula (PxV Ox) interpretada en la estructura ante- 
rior. Es verdadera tanto si asignamos 1 a la variable x como si le asignamos 2 
o 3 pero es falsa si le asignamos 4. Así, las soluciones de la fórmula son 1, 2 y 3. 

Consideremos ahora la fórmula JxRxy. En esta fórmula la variable y es la 
única que está libre. Es a ella a la que debemos asignar objetos. 51 la inter- 
pretamos en la estructura anterior y asignamos | a y obtenemos una falsedad 
puesto que no hay ningún objeto a € A tal que (a, 1) € R?, pero si le asignamos 
2, lo que así expresa es verdadero puesto que hay un objeto relacionado con 
2, el 1. La fórmula (interpretada en la estructura y Sin asignar objetos a, 5u 
variable libre) expresa una propiedad, la que tienen aquellos objetos para los 
que hay algún objeto relacionado con ellos. Los objetos con esta propiedad son 
las soluciones de la fórmula: 2 y 3. | o 

La fórmula JyRxy expresa, mediante la variable libre x, la propiedad de 
ser un objeto relacionado con algún objeto. Esta propiedad la tienen 1, 2 y 
3 que son pues las soluciones de la fórmula. Obsérvese que lo que importa es 
cuál es la variable libre, En el ejemplo anterior la variable libre era y, ahora lo 
es la variable x. a | 

Por último, consideremos la fórmula (Rxy A Ryx). Sl asignamos l ax y 
2 a y obtenemos una verdad. También la obtenemos si asignamos 2axy3a 
y. Sin embargo, si asignamos 3 ax y 3ay obtenemos una falsedad. Podemos 
decir que los pares de objetos (1,2) y (2,3) son soluciones de la fórmula en 
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la estructura A y que el par (3,3) no lo es. De este modo, vemos que las 
fórmulas con dos variable libres expresan relaciones binarias entre objetos. 
Así, la relación que corresponde a la fórmula (Rxy A=Ryx), cuando asignamos 
el primer componente de los pares a x y el segundo a y, es ((1,2), (2,3). 

Debe tenerse en cuenta que a las variables cuantificadas no se les asignan 
objetos, son únicamente un recurso para expresar la cuantificación. Así, no 
tiene sentido preguntarse por las soluciones de una sentencia en una estructura. 

En general, dada una estructura A, a cada fórmula q(x) con la única 
variable libre x le corresponde el conjunto de sus soluciones en A, y a cada 
fórmula Q(x;,...,%,), cuyas variables libres son x;,...,Xp, le corresponde el 
conjunto de a-tuplos (a1,..., a.) de elementos de A tales que al asignar a,,...,d, 
A Xj,... Xp, Tespectivamente, obtenemos una solución de q en A, De este modo, 
una sentencia de la forma Vx es verdadera en una estructura 4 si el conjunto 
de soluciones de q(x) en A es A, y una sentencia de la forma xp es verdadera 
en A si el conjunto de soluciones de (1) en 4 no es vacio. 


DEFINICIÓN DE VERDAD DE UNA SENTENCIA EN UNA ESTRUCTURA 


Definiremos ahora con precisión qué significa que una sentencia de un 
lenguaje de primer orden sea verdadera en una estructura, Lo haremos de 
modo análogo a como definimos en la lógica proposicional la verdad de una 
fórmula con respecto a una asignación, mostrando cómo el valor de verdad de 
una fórmula compuesta depende de modo sistemático del valor de verdad 
de sus componentes. 

Sea 4 una estructura para un lenguaje de primer orden £. En el curso 
de la definición nos veremos obligados a referirnos a elementos de A. Para ello 
ampliamos el lenguaje L añadiendo nuevas constantes, una para cada elemento 
de A, Para cada a € A, d es la constante que introducimos para nombrar el ob- 
jeto a. Sea L(A) el lenguaje así ampliado. Igualmente ampliamos la estructura 
A a una nueva estructura, que podemos llamar 4*, con el mismo dominio que 
el de A, que interpreta los simbolos de £ igual que A y que además interpreta 
a como e, simbólicamente, 


ai =A. 


Puesto que A y A* son esencialmente la misma estructura, nos referimos a A* 
también con «A». 

Definiremos qué significa que una sentencia del lenguaje ampliado L(A) 
sea verdadera en 4. De este modo, puesto que las sentencias del lenguaje ort- 
ginal L son también sentencias del lenguaje ampliado L(4), habremos también 
definido cuándo una sentencia del lenguaje original L es verdadera en A. 

Puesto que para cada a € Á, es una constante de L(A), si O es una fórmula 
de LÍA) y x una variable podemos obtener la sustitución 0.2). Así, aL(2) es la 
fórmula de £(A) que se obtiene a partir de la fórmula O: reemplazando todas 
las apariciones libres de la variable x en la fórmula O. por apariciones de la 
constante q. 








214 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


Dada una sentencia O de L(A) con 
Abro 


expresaremos que 0 es verdadera en la estructura A, Si A = O también di- 
remos que 4 es un modelo de o. Obsérvese que ahora utilizamos el símbolo 
«[=» para referirnos a una relación entre estructuras y sentencias. Este símbo- 
lo lo hemos utilizado en lógica proposicional para la relación de consecuencia 
y también lo utilizaremos en lógica de primer orden para este propósito, La 
ambigiiedad que estos dos usos del mismo simbolo puedan introducir es inocua 
ya, que el contexto siempre aclara de cuál se trata. ln un caso se trata de una 
relación entre una estructura y una sentencia y en el otro de una relación entre 
un conjunto de sentencias y una sentencia. | | 

La definición de verdad de una sentencia de L(4) en la estructura A es la 
siguiente: 
Akezd sii cé=d?, 
AEPE sii c4eP?, 
AERE...6 sli le, 0) ER?, 
Ake-=0 sii APO. 
AR (045) sil AFOy APO. 
AR (0V6) sii AFRO00 APO. 
AE (0=>8) sii ApO0o0 APS. 
AE(o+58siaAroy ARS, o, AjE O y A[ES. 
AkEVxa sii para cada a € A, Aj a(3), 
Ak xa sii para algún a€ A, Af az), 


po mapas 


— 
5 


donde c, €1,...,€, y d son constantes de L(A), P es un símbolo de predicado 
de L, R es un símbolo relacional n-ario de L, 6 y Ó son sentencias de L(A) y Q% 
es una fórmula de L(A) con a lo sumo la variable x libre. 

Si 0 es una fórmula con a lo sumo la variable x libre, A es una estructura 
y aes un objeto del dominio de la estructura A, diremos que al es satisfecha 
en 4 por a si y sólo si la sentencia 0.(7) de L(A) es verdadera en A. En tal 
caso también diremos que el objeto a satisface la fórmula a en A, y que ol 
es verdadera en 4 de a. También podemos decir en este caso, utilizando la 
terminología introducida anteriormente, que 4 €s una solución de la fórmula 
ox) en la estructura A. Para decirlo abreviadamente escribiremos 


Ak a['] o, simplemente, A |= ala], 


De modo general, si 4 es una fórmula de L cuyas variables libres están 
entre X1,..-¿Xp Y 4... a, son elementos del dominio de una estructura A, 
diremos que la fórmula o: es satisfecha en A por a;,... a, (cuando asignamos 
Aso ¿Ay AX) ++ A, respectivamente) si y sólo si la sentencia a de L(A) 
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es verdadera en 4. Para expresar simbólicamente que 0 es satisfecha en 4 por 
los objetos ay,..., 4, escribiremos 


Ara), 


E jo Ey 


y si por el contexto está claro cuáles son las variables XI,++»%, escribiremos 


simplemente 

A = oa;, AN , En), 
También diremos que 0. es verdadera en 4 de los objetos a;,... ¿dd 0 que 
4j,+-. 4, Satisfacen 0. en A, en lugar de decir que 0, es satisfecha en 4 por los 
objetos 41,... ,4,. Con las convenciones que acabamos de introducir podemos 
adaptar las cláusulas (9) y (10) de la definición de verdad a sentencias de L 
asi: 

9. ArPYxa sii para todo a€ A, Ak ola), 

10', Ar Axa sii existe a E A tal que AE aa], 
donde Q es una fórmula de L con a lo sumo la variable x libre, 

Dada una estructura 4 para un lenguaje £ y una fórmula Q de L cuyas 
variables libres están entre x],...,Xy, la relación n-aria en A definida por a es 
el conjunto o 

[(21,--- 40) EA ARO 
En particular, si £ tiene una única variable libre, el conjunto 
(ae A: A af) 


es el subconjunto de A definido por 0%. | 
Diremos que una. relación n-aria S en Á es una relación definible en A 
si existe una fórmula dí de £ cuyas variables libres están entre x,,...,x, tal que 
S=((81,...,40) €4:Aro= =p, 


ALT 


es decir, si $ es la relación n-aria en Á definida por €. En particular, un sub- 
conjunto X de Á es un conjunto definible en A si existe una fórmula q con 
una única variable libre x tal que 


X=laEe A: Aa), 


EL LEMA DE COINCIDENCIA Y EL DE SUSTITUCIÓN 


Á continuación presentamos dos lemas que vamos a necesitar en el futuro. 


LEMA 13.1. (DE COINCIDENCIA) Supongamos que A y B son estructuras 
para un lenguaje L que tienen el mismo dominio, es decir, A=B. 51 q es una 
fórmula de L cuyas variables libres están entre x1,...,Xy y A y B interpretan 
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del mismo modo los símbolos propios de L que aparecen en (, entonces para 
cualesquiera objetos d1,... ¿On EA, 
Aroa) si Bro: 
En particular, si O es una sentencia y Á y B interpretan del mismo modo los 
símbolos propios de L que aparecen en ella, 
Ako si Bo. 


La justificación del lema es clara: si recorremos las cláusulas de la defini- 
ción de verdad en una estructura nos damos cuenta de que la verdad de una 
sentencia del lenguaje en una estructura depende en última instancia de los 
valores de verdad de sus subfórmulas atómicas para objetos de la estructura. 
Y estos valores dependen de cuáles son las interpretaciones en la estructura 
de los símbolos de la sentencia. 


LEMA 13.2. (DE SUSTITUCIÓN) Si q es una fórmula con una única variable 
libre x, e es una constante y A una estructura, 


ARO() sii Al ole?). 


La razón es que en cada estuctura A la fórmula q(*) expresa que el objeto 
denotado por e tiene la propiedad expresada por p(x). Puesto que el obje- 
to denotado por e es c*, dice que c* tiene la propiedad expresada por (p(x). 
Por ejemplo, 


AkPce en Agp? 
sii ABRPx[e?]. 


3. Simbolización 


Á continuación aplicamos nuestros conocimientos de los lenguajes de pri- 
mer orden para simbolizar enunciados del lenguaje natural, El proceso de sim- 
bolización que seguiremos es el siguiente: partimos de un lenguaje de primer 
orden y una estructura para el mismo; consideramos distintos enunciados en 
español que describen propiedades de la estructura; finalmente, para cada uno 
de ellos damos una sentencia del lenguaje de primer orden que expresa lo 
mismo que el enunciado. 


FIEMPLO 1 


Consideremos el lenguaje de primer orden cuyos símbolos propios son dos 
símbolos de predicado, P y O, tres constantes c, d y e, y un símbolo relacional 
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binario R. Consideremos también la estructura cuyo universo es el conjunto 
de los objetos celestes y que interpreta P como el conjunto de los planetas, 
O como el conjunto de los satélites, R como la relación girar alrededor de, e 
interpreta las constantes de modo que e refiere al Sol, dl a la Tierra y e a la 
Luna. 

1. La Tierra es un planeta: Pd. 
La Luna no es un planeta: —Pe, 
La Luna es un satélite: Qe. 
La Tierra gira alrededor del Sol: Rde. 
Todo planeta es un satélite: 

Wx(Px => 0x). 


4 0 


Al afirmar que todo planeta es un satélite estamos afirmando que 

cualquier objeto que es un planeta es también un satélite, es decir, 

que para todo objeto x, si x es un planeta, entonces x es un satélite. 
6, Todo planeta gira alrededor del Sol: 


Wx(Px —=+ Rxc). 


Es decir, para todo objebo x, si x es planeta entonces x gira alrededor 
del Sal, 


7. Algún planeta gira alrededor de la Luna: 
Jx(PxA Rxe). 


O sea, hay un objeto que es un planeta y gira alrededor de la Luna. 
8. Hay por lo menos un satélite: xQx. 
9. Ningún planeta es un satélite; 


Ax(PxA Qx) O Wx[Px—=> Qu). 


Lo que debemos expresar es que no hay objetos que sean al mismo 
tiempo un planeta y un satélite. Ello podemos hacerlo de modo na- 
tural de las dos maneras indicadas. En el primer casó decimos que no 
hay objetos con las dos propiedades consideradas y en el segundo que 
todo objeto que sea un planeta no es un satélite, lo que es equivalente 
a lo anterior. 

10. Ningún objeto celeste gira alrededor de sí mismo: 


Va=Kxx, 


Obsérvese que no debemos expresar la propiedad de ser objeto celeste, np 
puesto que el universo de nuestra estructura, el dominio de objetos de ” 
que hablamos, es el conjunto de todos los objetos celestes, de modo 

que al decir «para todo x» estamos diciendo «para todo objeto celes- 

tex». 





E 
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11. Alrededor de los satélites no giran objetos celestes: 


W(Ox => J¿Rzx) o Xx Ox A JiRax). 
12. Hay exactamente un satélite: 
Ix(Qr AWy(Qy + x= y)). 


Para decir que x es el único satélite, decimos que x es un satélite y 
que todo satélite es igual a x. 


EJEMPLO 2 


Consideremos ahora el lenguaje de primer orden cuyos simbolos propios 
son un símbolo de predicado P, tres constantes c, d y e, y dos simbolos re- 
lacionales binarios R y $. Consideremos la estructura cuyo universo es, como 
antes, el conjunto de los objetos celestes y que interpreta P como el conjunto 
de los planetas, R como la relación girar alrededor de, $ como la relación ser 
un satélite de, e interpreta las constantes de modo que e refiere al Sol, dl a la 
Tierra y € a la Luna. Observemos que ahora, a diferencia del ejemplo anterior, 
ningún símbolo se interpreta como el conjunto de los satélites; sin embargo, 
como veremos, tenemos recursos para expresar la propiedad de ser satélite. 


l. La Luna es un satélite de la Tierra: Sed. 
La Luna es un satélite: 
Jer. 


En este lenguaje no podemos expresar la propiedad de ser satélite 
mediante un símbolo de predicado. Sin embargo, puesto que ser un 
satélite es ser un satélite de algún objeto celeste, podemos simbolizar 
el enunciado «la Luna es un satélite» del modo indicado. Compárese 
con (3) del ejemplo anterior. 
Así, vemos que la simbolización de un enunciado depende del lenguaje 
de primer orden en que queramos simbolizarlo. 

3. Hay por lo menos un satélite: 

Jay. 

Es decir, existe algún objeto x que es satélite de algún objeto y. 
Compárese con (8) del ejemplo anterior. 


4. Todo planeta tiene un satélite: 
Wx[Px—= JySyx). 


Es decir, para todo objeto x, si x.es un planeta, entonces Y tiene un 
satélite, o, en otras palabras, hay un objeto que es satélite de x. 
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5. Ningún planeta es un satélite: 
Ax(Px A 3ySxy) o Vx(Px —= =J3y8xy). 
Compárese con (9) del ejemplo anterior. 
G. La Tierra no tiene satélites: 


=J 1x4 O Wx-Sxd,. 


Y. Hay al menos un planeta sin satélites: 


Ax PxA =1ySyx) 0 Jx(PxAWy8yx). 
8. Sólo los planetas tienen satélites: 
Wx(3ySyx —= Px). 


El enunciado dice que si un objeto tiene algún satélite, este objeto es 
un planeta. Pero no dice que todos los planetas tienen satélites. Por 
ello la simbolización es la dada, 


9. Todo satélite es satélite de algún planeta: 
Wx(FvSxy —= J2(Pz A Sxz)). 
10, La Luna no gira alrededor de dos planetas diferentes: 


1 (Rex A Rey A x= y). 


EJEMPLO 3 


Consideremos ahora el lenguaje de primer orden con dos símbolos de 
predicado, P y (Q, dos simbolos relacionales binarios, R y Í, y tres constantes 
c, dl y e. Interpretémoslo en la estructura cuyo universo es el conjunto de los 
números naturales y que interpreta P como el conjunto de los números pares, Q 
como el conjunto de los números primos, R como la relación dividir a, $ como 
la relación menor que, y asigna a la constante e el número 0, a la constante 
d el número 1 y a la e el número 2. Á continuación damos la formalización de 
algunos enunciados. 


1. Algún número es par y primo: Jdr(Px A Ox). 
2. Todo número par es primo: Wr(Px + Qu). 


3. Ningún número par es primo: 


Wx(Px + (Qu) o 


Jx(Px A Qx). 
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Todo número par es divisible por 2: 


Wx(Px —+ Rex). 


Un número es par si y sólo si es divisible por 2: 


Wa(Px ++ Rex). 


Obsérvese la diferencia con (4). Allí tenemos un condicional donde 
ahora tenemos un bicondicional. En (4) no se dice que los números 
divisibles por dos son pares, pero en (5) sí. 


Para cada número hay uno mayor: Vx3ySxy. 
Para cada número hay uno menor: VxlySyx, Compárese con (6). 
Si un número divide a otro, es menor o igual que él: 


Way (Ray > (1 y V Sxy)). 


Para cada número primo hay un número par mayor que él: 


Vx(Ox — 3y(Py ASxy)). 


Los números primos son divisibles únicamente por sí mismos y por la 
unidad: 


Vx(Ox => ((Rix A Rdx) AVy(Ryx= (y 2 xV y = d)))). 


Debe tenerse en cuenta que nuestro enunciado afirma dos cosas, pri- 
mero que los números primos son divisibles por si mismos y por la 
unidad y segundo que si un número divide a un número primo de- 
be ser igual a él o la unidad. Un modo más compacto de expresar lo 
anterior es también: 


YalOx > Wy(Ryx + (y 2x0 V y = d))). 


Un número es primo si y sólo si es divisible únicamente por sí mismo 
y por la unidad: 


Yx(Ox ++ ((RaxARdx) AVy(Ryx= (y =xV y = d)))) 


o también 


Wi(QOx e Vy(Ryx e (y = xv y = d))). 


Obsérvese la diferencia con el enunciado anterior, Allí tenemos un 
condicional donde ahora hay un bicondicional. 
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EJEMPLO 4 


Vamos a simbolizar algunos enunciados que afirman la existencia de un 
número determinado de objetos con cierta propiedad. Lo haremos con el len- 
guaje y la interpretación del primer ejemplo. 


l. 


Hay a lo sumo un planeta: 


Wo((PxA Py) +12 y). 


El enunciado es verdadero si no hay planetas o si hay únicamente 


un planeta y, por tanto, es falso si hay dos o más planetas. Para 


simbolizarlo decimos que si x e y son planetas, x e y son iguales, 
Hay exactamente un planeta: 


HPxA Wo (PxA Py) x 2 y). 


Esta sentencia es la conjunción de la que expresa que hay al menos 
un planeta y de la que expresa que hay a lo sumo uno. Expresa, pues, 
que hay exactamente uno. Podemos simbolizar el enunciado también 
mediante 

Hx(PxAWy(Py —+x 8. y)). 
Con esta sentencia decimos que hay un planeta y que cualquier pla- 
neta es igual a él. 
Hay al menos dos planetas: 


Ty ((Px A Py) A x= y). 


Obsérvese que si hay tres planetas o más la sentencia es verdadera, 
pues en todos estos casos hay dos objetos distintos que son planetas. 
Debemos decir explícitamente que x e y son distintos. 51 hubiésemos 
simbolizado nuestro enunciado mediante 3xy(PxA Py) estaríamos di- 
ciendo que hay un objeto que es un planeta y hay un objeto que es 
un planeta, pero podría tratarse en ambos casos del mismo objeto. 
Por tanto, la simbolización no expresaría que hay al menos dos. 


Hay a lo sumo dos planetas: 


Woz((PxXAPyAPz2)=> (x= yVx=2V yo 2)). 


El enunciado es verdadero si no hay planetas, si hay un planeta y si 
hay dos planetas, pero es falso si hay más de dos planetas. Por ello 
debemos decir que six, y y z son planetas no pueden ser los tres 
distintos, es decir que uno de ellos tiene que ser igual a otro, 
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5. Hay exactamente dos planetas: (1) VWrzlyRxy, (9) Wow(zRxzA Rey) > Rxy), 
| ¡ (2) Wx3ySxy, (10) Vry(H:(RxzA Szy) + Rxy), 
? PAPA === 10) AYzlPi2= lixVz | | ! | 
xy((PxA Py) Az y) AVal Pi 3) (3) IYVXRxy, (11) Vo(2SxzARzy) + Roy), 
Fijémonos que con esta sentencia decimos que hay dos planetas dis- (4) vaa (12) Vaya Raz ARzy) + Sxy), 
tintos y que cualquier planeta es uno de ellos dos. De este modo ex- (5) IyWaRyx, (13) Vx(Px=>3yRyo), 
presamos que hay dos y sólo dos. | (6) Woz((SxiyASyz) + Rxz), . (14) Vilxssc y Ryo), 
Otro modo menos compacto, pero más obvio, de simbolizar el enun- | (1) Vo(Ro =>>Ryx), (15) Wa(]yRyx= Px), 
ciado consiste en formar la conjunción de las simbolizaciones de (3) A (8) Viy(=Sxy => Ry), (16) Vxlarsd + Rex). 


y (4). 
IN (PXA PY) A y) AVxay a ((PxA Py) AP2) > (xy Vx 2V y =2)). 


3. Consideremos las siguientes sentencias: 


(1) Wr(Px= 0x), (4) 1-0x, 
in (2) Vr(Qx—=L£x), 
4, Ejercicios (3) Pr, (5) WxLx, 


1. Consideremos el lenguaje cuyos símbolos propios son los símbolos de predicado Pp 
y O, los simbolos relacionales binarios R y $, y las constantes c y d. Consideremos 
la estructura 1= (A,P%, 0% RA,S% e? 4%) donde 


Si existen, encuentre estructuras en las que: 


| | | (a) Las sentencias (2), (3) y (4) sean verdaderas y las restantes falsas. 
A=(1,2,3,4), ) (b) Las sentencias (2), (4) y (5) sean verdaderas y las restantes falsas. 
P?=(1,3),0*=0, Ñ (c) Las sentencias (2) y (3) sean verdaderas y las restantes falsas. 
R*-10,3,0,3,6,0,0,3,4,3,6 D)4, | (d) Las sentencias (1), (2) y (4) sean verdaderas y las restantes falsas. 
5 =(01,3,0,3,0,9,6,4),0, 0), (e) Las sentencias (2), (3) y (5) sean verdaderas y las restantes falsas. 
A=1yd4A=2, | (£) Las sentencias (1), (3) y (5) sean verdaderas y las restantes falsas. 
¡Cuáles de las siguientes sentencias son verdaderas en A? lg) Las ALIEN (1), (2) y (4) sean verdaderas y las restantes falsas. ¿1 
| (h) Todas las sentencias sean verdaderas. 
(1) Pe, (10) VWr(Ox —+ Jy(Pxv Qy)), (1) Todas las sentencias sean falsas. 

Pd, 11) VxRex, | | 
E | ne 0 a ES | 4. Consideremos las siguientes sentencias: 
(4) (Pc=-0Q4d), (13) Wx(Rex- Scx), Ú (1) Wx(Px JyRp, 
(5) ]x0x, (14) TyWx(Rex=> Sex), (2) Yx(Ox + 3yRyx), 
(6) IxPxXAQx), (15) Vxy(Rxy = Sxy), | (3) IxXPXAQx), 
(7) WxQx, (16) Vxy(Rxy + 335x2), | (4) WAR, 
(9) Wr(Qr==Px), (18) Vx(Px= 3y(S0 ARyx)). 


Si existen, encuentre estructuras en las que: mo 
2. Consideremos el mismo lenguaje y la misma estructura que en el ejercicio ante- 


rior. ¿Cuáles de las siguientes sentencias son verdaderas en A? (a) Las sentencias (1), (3) y (5) sean verdaderas y las restantes falsas. | e 
(b) Las sentencias (1), (2) y (4) sean verdaderas y las restantes falsas. . 
(c) Las sentencias (2), (3) y (4) sean verdaderas y las restantes falsas. 
(d) Las sentencias (2), (4) y (5) sean verdaderas y las restantes falsas. 








224 


ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


(e) Las sentencias (2) y (3) sean verdaderas y las restantes falsas. 

(£) Las sentencias (2), (3) y (5) sean verdaderas y las restantes falsas. 
(2) Todas las sentencias sean verdaderas. 

(h) Todas las sentencias sean falsas. 


Consideremos las siguientes sentencias: 


(1) Va(yRKxy + Px), 
(2) Wx(Px= 0x), 

(3) x(QxAVy=Rxp), 
(4) ]xRxx, 

(5) JAmRxx. 


Si existen, encuentre estructuras en las que: 


(a) Las sentencias (1), (3) y (5) sean verdaderas y las restantes falsas. 
(bj) Las sentencias (1), ( 

(c) Las sentencias (2), (3) y (4) sean verdaderas y las restantes falsas. 
(d) Las sentencias (2), (4) y (5) sean verdaderas y las restantes falsas. 
(e) Las sentencias (2) y (3) sean verdaderas y las restantes falsas. 

(£) Las sentencias (1), (2) y (4) sean falsas y las restantes verdaderas. 
(2) Las sentencias (2), (3) y (5) sean verdaderas y las restantes falsas. 
(h) Todas las sentencias sean verdaderas. 


2) y (4) sean verdaderas y las restantes falsas. 


(1) Todas las sentencias sean falsas. 


Consideremos el lenguaje cuyos símbolos propios son los símbolos de predicado 
P y Q, los símbolos relacionales binarios R y 5, y la constante e. Consideremos 
la estructura 4 = (4,PA, 0% R9,5% e%), donde 


A=11,2,3,4,5), 

PA = (1,2,3), 0? =13,5), 

RA =1(1,2),(1,3),(2,3,(3,34 5% =((1,3,8,),06,3), 
y eA=1. 


¡Cuáles son las soluciones de las siguientes fórmulas con una variable libre? 


(1) (PxAQx), (6) (PxXA—Qx), 

(2) (PxvQx), (7) (Px>->—Qx), 
(3) (Px= Qx), (8) (Px + -Qx), 
(4) (Pxe 00, (9% (EPxA-=0x), 


(5) (Pxv=0%), (10) (=Pxv=0%), 





LÓGICA DE PRIMER ORDEN 225 


(11) xRxy, (17) x(PxASxy), 
(12) xRyx, (18) d(QrvV Ray), 
(13) Ax(Rxy A Sxy), (19) Ve yRxy > Rxz), 
(14) ]x(RxyVSxy), (20) Viliyióxy > Rxz), 
(15) Wx(Px—=Ray), (21) Wx(Rxz— 3yRxy), 
(16) VWx((PxAQx) > Rxy), (22) Vxa(Rxz— 3y8xy). 


Consideremos el mismo lenguaje y la misma estructura que en el ejercicio ante- 
rior. ¿Cuáles son los pares de objetos que son soluciones de las siguientes fórmulas 
con dos variables libres, la x y la y? (Debe entenderse que el primer componente 
del par se asigna a la variable x y el segundo a la y.) 


(1) (PxXAQy), (9) (RxASiy), 
(2) (PyAQx), (10) EiixaAso), 
(3) (PxvQy), (11) Je(RxzV Py), 
(4) (Px=Qy), 


(5) (Ry Aso) (12) Az(Rxzv Syz), 


(6) —Rxy, (13) z(RxzASzy), 
(7) (Ray ARyx), (14) VW2z(Rxz= Syz), 
(8) Ryx, (15) ((PxV Ox) A Rx). 


Consideremos el mismo lenguaje L del ejercicio anterior. Encuentre fórmulas 
con exactamente una variable libre (la x por ejemplo) tales que, para cualquier 
estructura A para L, su conjunto de soluciones es: 


(1) El complemento de P?. 

(2) La unión de P? con a”. 

(3) La intersección de P* con Q*. 

(4) La unión del complemento de P% con Q?. 

(5) La diferencia de Q% con P*. 

(6) La intersección de P* con su complemento. 

(TM) La diferencia de PA con el complemento de Q”, 

(8) La intersección de PA con el complemento de Q*. 

Consideremos el mismo lenguaje £ del ejercicio anterior, Encuentre fórmulas con 


exactamente dos variables libres (x e y por ejemplo) tales que, para cualquier 
estructura 4 para £, su conjunto de soluciones es: 


(1) La inversa de R?. 

(2) La unión de R? con S?. 

(3) El producto relacional de R9 con R?, 
(4) El producto relacional de RA con $. 
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(5) El producto relacional de SA con la inversa de RA, 

(6) La intersección de R? con su inversa. 

(7) La unión de R* con el complemento de 5%. 

(8) La intersección de R% con el complemento de la inversa de E 

(9) El producto relacional del complemento de R* con la inversa de 5%, 


(10) El producto relacional del complemento de la inversa de RY con el com- 
plemento de $, 


Consideremos el lenguaje con un símbolo relacional binario R y un símbolo 
de predicado Q y la estructura A = (4,09,R%) donde A =(1,2,3,4,5,6,7,8,9), 
0% =12,4,6,8) y R? se define por: 


ÉÑRÁm osin<m 


Halle cuatro fórmulas 011, Ot, 0% y 04 con únicamente la variable x libre cuyas 
soluciones en A sean 1,2,8 y 9, respectivamente. 


Considere el lenguaje de primer orden cuyo único símbolo propio es el símbolo 
relacional binario R y la estructura A = (A,RÍY, donde A =41,2,3,4) y RA es el 
orden parcial reflexivo representado por el diagrama 





Halle dos fórmulas 0, y 0% con únicamente la variable libre x cuyas únicas 
soluciones en A sea el número 2 y el número 3, respectivamente. Halle también 
una fórmula 0% con únicamente la variable libre x cuyas soluciones en 4 sean 
los números 1 y 4. No es posible hallar una fórmula abierta cuya única solución 
sea el número 1, ni una cuya única solución sea 4. 


Ampliemos ahora el lenguaje con una constante e y ampliemos la estructura de 
modo que cd = 1. Halle una fórmula con únicamente la variable libre x cuya 
única solución en 4 sea el número 1 y otra cuya única solución sea el número 4. 


Considere el lenguaje de primer orden cuyo único símbolo propio es el símbolo 
relacional binario R y la estructura A = (4,R%), donde A =(1,2,3,4,5) y RA es 
el orden parcial reflexivo representado por el diagrama 





Halle tres fórmulas dt, 0% y 0% con únicamente la variable libre x cuyas únicas 
soluciones en 4 sean el número 1, el número 2 y el número 3, respectivamente. 
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Halle también una fórmula 04 con únicamente la variable libre « cuyas soluciones 
en A sean los números 4 y 5. 


Añadamos ahora una constante e al lenguaje y ampliemos la estructura de modo 
que 2 =5, Halle una fórmula con con únicamente la variable libre x cuya única 
solución en 4 es el número 4 y otra fórmula cuya única solución es el número 5, 


Considere el lenguaje de primer orden cuyo único simbolo propio es el símbolo 
relacional binario R y la estructura A = (A,RE), donde A=41,2,3,4,5, 6,7) y RA 
os el orden parcial reflexivo representado por el diagrama 





Encuentre tres fórmulas 04, 0% y O con únicamente la variable libre x cuyas 
úínicas soluciones en A sean, respectivamente, los números 1, 2 y 3. Encuentre 
además dos fórmulas 04 y 0% con únicamente la variable libre x cuyas soluciones 
en A sean, respectivamente, los números 4 y 5 y los números 6 y 7. Añadamos 
ahora dos constantes c y d al lenguaje y ampliemos la estructura de modo que 
cA=5y 4% =6, Encuentre una fórmula con únicamente la variable libre x cuya 
única solución en A es el número 4, otra cuya única solución es el número 5, otra 
cuya única solución es 6 y, finalmente, otra cuya única solución es el número 7, 


Consideremos el lenguaje de primer orden con dos simbolos de predicado P y 
Q, tres símbolos relacionales binarios R, S y T y tres constantes c, d, e. Inter- 
pretémoslo en la estructura cuyo dominio es el conjunto de las personas de modo 
que la interpretación de P es el conjunto de los hombres, la de Y el conjunto 
de las mujeres, la de R la relación «x es progenitor de y», la de $ la relación «x 
es hermano de y», la de 7 la relación «x es antepasado de y», y las constantes 
c, d y e denotan a Carlos, Dora y Ester, respectivamente, Simbolice con estos 
recursos las siguientes oraciones. 


(1) Dora es madre de Ester. 

(2 Dora es tía de Carlos. 

(3) Carlos es abuelo de Dora. 

(4) Dora es nieta de Carlos. 

(5) Todo el mundo tiene padre. 

(6) Todo el mundo tiene dos progenitores. 

(1 Nadie es progenitor de sí mismo. 

(8) Algunos no tienen hermanos. 

(9) Los antepasados de Dora son antepasados de Ester. 
(10) Hay quienes tienen hijos y quienes no. 


(11) Dos personas son hermanas si y sólo si tienen los mismos pro 
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15. 


16. 
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(12) Dora es hermana de un hijo de Carlos. 

(139 Un progenitor de un antepasado es un antepasado. 

(14) Los padres son antepasados. 

(15) Nadie es progenitor de sus hermanos. 

(16) Toda persona tiene una única madre. 

(17 Dora es abuela materna de Ester. 

(18) Ester es bisabuela de Carlos. 

(19 Todos tienen abuelos, 

(00) Todos tienen bisabuelos. 

(21) Algunos antepasados de Dora no son antepasados de Ester. 
(22) Dora tiene por lo menos dos hermanos. 

(23) Dora tiene a lo sumo dos hermanos. 

(24) Dora tiene exactamente dos hermanos. 

(25) Dora y Carlos tienen exactamente tres antepasados en común. 


Simbolice los siguientes enunciados en el lenguaje de primer orden del ejemplo 
1 de la sección sobre simbolización. 


(1) Hay al menos tres planetas. 
(2) Hay a lo sumo tres planetas. 
(3) Hay exactamente tres planetas. 


De modo análogo, para cada número natural 1 mayor que 3 puede expresarse 
que hay a planetas, que hay a lo sumo a planetas y que hay exactamente » 
planetas. Piense, por ejemplo, cómo hacerlo en los casos de n=4yn4=5. De 
modo aún más general, si tenemos una propiedad que podemos simbolizar con 
una fórmula p(x), puede expresarse con su ayuda, para cada n £ 1, que hay al 
menos 1 objetos con la propiedad, o que hay a lo sumo 1 o que hay exactamente 
n, utilizando fórmulas parecidas pero en las que aparece (x;) en lugar de Px;, 
para cada ¡entre 0 y n+1, Piense cómo hacerlo. 


Consideremos un lenguaje de primer orden cualquiera y una estructura para el 
mismo. Simbolice los siguientes enunciados; 


(1) Hay al menos un objeto. 

(2) Hay exactamente un objeto. 
(3) Hay a lo sumo un objeto. 

(4) Hay al menos dos objetos. 

(5) Hay a lo sumo dos objetos. 
(6) Hay exactamente tres objetos. 


Piense cómo simbolizar para un número ] cualquiera que hay al menos » objetos, 
que hay a lo sumo A y que hay exactamente n. 
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Justifique que en una estructura A para un lenguaje £ los conjuntos 0 y A son 
definibles en 4. Demuestre también que si dos subconjuntos X e Y de A 
son definibles en A también lo son XUF, XANYF y X—F. 


Justifique que si en una estructura A para un lenguaje £ una relación binaria R 
en Á es definible en 4, también lo es su complemento, su inversa, y el producto 
relacional R|R. 


Justifique que en toda estructura A para un lenguaje £, si R y $ son relaciones 
binarias en A definibles en 4, entonces también son definibles R|5, R|S y S|R. 











CAPÍTULO 14 


VERDAD, EQUIVALENCIA Y CONSECUENCIA LÓGICA 


1, Verdad lógica 


Decimos que una sentencia de un lenguaje de primer orden L es univer- 
salmente válida, lógicamente válida o, simplemente, una verdad lógica 
si es verdadera en toda estructura para £. 

No es dificil ver que todas las sentencias que hienen la forma de una 
tautología son verdades lógicas. En cada caso la justificación es la misma que 
en lógica proposicional, con la única diferencia de que ahora decimos «verdad 
en una estructura» en lugar de «verdad con una asignación», Así, la sentencia 


(PxAWxQx) > WxQx, 


de la forma (0.4 PB) — B, es una verdad lógica, puesto que en toda estructura 
A, si en A es verdadero su antecedente JxPxAYWxOx, también debe serlo su 
consecuente VxQx, Este tipo de sentencias son verdades lógicas en virtud de la 
semántica de las conectivas. Pero como vamos a ver, hay otras sentencias cuya 
validez lógica depende además de la semántica de los cuantificadores. 


PROPOSICIÓN 14.1. Si q es una fórmula con a lo sumo la variable x libre y 
c es una constante, las sentencias siguientes son verdades lógicas 


(2) vp-+9(), 


3 (1) 0, 
(4) Yap — 1x0. 


DEMOSTRACIÓN. — (1) Sea 0 una fórmula con a lo sumo la variable x libre y 
sea 4 una estructura. Debemos ver que para cada a € A, la fórmula 0 > es 
verdadera en A del objeto a. Es decir, que la sentencia p(2) = o, del lengua- 
je ampliado, es verdadera en 4, Pero esto es claro por razones proposicionales, 
por tratarse de un condicional con antecedente y consecuente iguales. 
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(2) Consideremos una fórmula q con a lo sumo la variable x libre, y sea 4 
una estructura cualquiera, Debemos ver que si Vxg es verdadera en 4 también 
lo es (7). Supongamos, pues, que Vxp es verdadera en A. Por tanto, para 
cada a€ A, A | qa]. En particular, A q[c?]. Por el lema de sustitución 
obtenemos que A |= q (7). 

(3) Sea q una fórmula con a lo sumo la variable x libre y sea A una 
estructura arbitraria. Debemos ver que si p(*) es verdadera en 4, también lo 
es xp. Supongamos, pues, que pl) es verdadera en A. Ási, por el lema de 
sustitución, es verdadera en 4 del objeto e? y, por tanto, la sentencia xp 
es verdadera en A 

(4) Se sigue fácilmente de (2) y (3). O 


PROPOSICIÓN 14.2.  Siq y y son fórmulas con a lo sumo la variable x libre, 
las sentencias siguientes son verdades lógicas 


(1) Vxlo > w) — (Vxp = Vx), 
(DD) Vxlo > w) + (3x9 + 3x0. 


DEMOSTRACIÓN, — (1) Sean Q y Y dos fórmulas con a lo sumo la variable x libre 
y sea A una estructura. Para ver que la sentencia Vx(Q > w) > (Vxp — Va) 
es verdadera en 4% basta ver que si su antecedente es verdadero en A también 
lo es su consecuente. Supongamos pues que A |= Vx(q — y). Debemos concluir 
que 4 |= Vxo > Vxw. Si el antecedente de esta sentencia condicional es falso 
en 4, el condicional ya es verdadero. Supongamos pues que el antecedente 
Vxp es verdadero en A, Debemos mostrar que también lo es su consecuente 
Way, es decir, debemos ver que para cada a € A, AF vw(i]. Sea pues a un 
elemento arbitrario de A. Puesto que Wx(qp —= y) es verdadera en A, tenemos 
que AF (q => )[5], es decir, 


si AE q[], entonces A | wl[;). 


Puesto que, por suposición, Vxp es verdadera en A, tenemos que A E [5]. Por 
tanto obtenemos que 4 |= w[7], como queríamos mostrar. 

(2) Sean y y y fórmulas con a lo sumo la variable x libre y sea 4 una 
estructura. Debemos ver que en A es verdadera la sentencia 


Vx(p — y) => (3x9 + 3x1). 


Puesto que es una sentencia condicional, supongamos que su antecedente es 
verdadero en 4 y veamos que también lo es su consecuente xp + rw. Para 
ello supongamos que 4 | 3x0 y veamos que Jxy es verdadera en 4. Sea, 
pues, a€ A tal que A E q[] (tal a existe, ya que AE 3x1). Puesto que, por 
suposición, Vx(p —= w) es verdadera en A, Al (q => w)[2], es decir, 


si AF q[], entonces A E w[]. 
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Por tanto, AE w[*]; con lo cual tenemos que xy es verdadera en A, Conclui- 
mos, pues, que A + 110 > dx. 


PROPOSICIÓN 14.3. Sip es una fórmula con a lo sumo dos variables libres 
x, y, la sentencia 
qye — Y y10p 


es una verdad lógica. 


DEMOSTRACIÓN. Consideremos una fórmula q con a lo sumo las variables li- 
bres x y y y sea 4 una estructura cualquiera. Veamos que la sentencia 11 yp — 
Yy=x0 es verdadera en 4. Si el antecedente es falso, la sentencia es verdadera, 
Supongamos, pues, que 4 JxVyp y veamos que A + Vy0p, es decir, que 
para cada elemento a € A, 4 |= =x0p(2]. Sea pues a un elemento arbitrario de 
A y veamos que 4 E 3xQ["]. Puesto que 3xYyp es verdadera en A, sea b un 
elemento de 4 tal que AF Vyo(;]. Asi, para el objeto a tenemos que 


AF leal 
Obviamente A |= [7%] sii A ql), pues p (7) Q) = e(2) (5). Por tanto, AE 
x0p[*], que es lo que queríamos obtener. O 


Las verdades lógicas de la proposición siguiente expresan las propiedades 
esenciales de la igualdad, a saber, la reflexividad, la simetría, la transitividad 
y la sustituibilidad de iguales por iguales, 


PROPOSICIÓN 14.4. Las sentencias siguientes son verdades lógicas 


(1) Vxix=x, 
(2) Voylx=y>y=x), 
(3) Vozllx=yAy=2)>x.*.22), 


(4) Vay((pAx= y) => 0(3)), para cada fórmula q con a lo sumo la variable 
x libre y para cada variable y que no aparece en Q. 


DEMOSTRACIÓN. (1), (2) y (3) son obvias. Para justificar (4) supongamos 
que y es una variable que no aparece en ( y consideremos una estructura 
arbitraria 4. Debemos ver que cualesquiera objetos a,b € A que satisfacen el 
antecedente también satisfacen el consecuente, Supongamos pues que a y b 
satisfacen el antecedente, Así, a=b y a satisface q. Por tanto, b satisface q, o 
sea, A | 0[;]. Ahora bien, puesto que y no aparece en (, p(7) es precisamente 
p(;) (+). Por tanto, b también satisface q(;). O 
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2. Equivalencia lógica 


Decimos que dos sentencias de un lenguaje de primer orden son lógica- 
mente equivalentes si son verdaderas en exactamente las mismas estructu- 
ras. Este concepto puede generalizarse a fórmulas cualesquiera, Dos fórmulas 
( y y con las mismas variables libres x¡,... ,X, 500 lógicamente equivalentes si 
y sólo si son satisfechas en exactamente las mismas estructuras por los mismos 
objetos. Dicho con más precisión, dos fórmulas p y y con las mismas varia- 
bles libres x1,...,x, 30n lógicamente equivalentes si y sólo si para cualquier 
estructura 4 y cualesquiera objetos 41,...,4, EA, 


APA sii AR Wa, 

Como en el caso de la lógica proposicional, la relación de equivalencia 
lógica es reflexiva, simétrica y transitiva. Además, todos los principios de equi- 
valencia lógica válidos en la lógica proposicional valen también para la lógica, 
de primer orden, puesto que la interpretación de las conectivas en lógica de 
primer orden es la misma que en lógica proposicional, Como entonces, escribi- 
remos 

p=w 


para indicar que q es lógicamente equivalente a Y. 


Proposición 14.5. (CAMBIO DE VARIABLES) Sip y y son fórmulas y la 
variable y no aparece en tp, 


(1) vxp=Vy0(), 
(2) xp = 3yo(3). 


DEMOSTRACIÓN. Justificaremos (1) para el caso en que a lo sumo x está 
libre en q. La demostración del caso general se obtiene de modo análogo con- 
siderando una asignación arbitraria de objetos a las variables libres de q y y 
distintas de x. 

Consideremos una estructura 4 y un elemento a € Á. Tenemos que 


AE Vx sii para cada a€ A, Ap o (3). 


Puesto que la variable y no aparece en (, p(2) es la misma fórmula que Pl ) (2) . 
Ási, 
AEVxO sii para cada ac A, AE pl) 2). 
Con lo cual, | 
Abel) su AFW (5) : 


La justificación de (2) es análoga. O 
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PROPOSICIÓN 14.6. (DISTRIBUTIVIDAD) Sip y Y son fórmulas cualesquie- 
ra, 


(1D) Vip Ay) =Yxp A Vx, 
(2). xp Y) = dp Y y. 


DEMOSTRACIÓN. —Justificaremos (1) y (2) para el caso en que a lo sumo x está 
libre en q y en y. Como en la proposición anterior, la demostración del caso 
general se obtiene de modo análogo considerando una asignación arbitraria de 
objetos a las variables libres de p y y distintas de x. 

(1) Supongamos que Yx(qp y) es verdadera en una estructura 4. Ásí, para 
cada 4 E A, pA vw es verdadera de a, de modo que para cada a € A, y y son 
ambas verdaderas de a. Por tanto, A FP Vxp y AF Yxy, con lo que Yxp A Vw 
es verdadera en A. Por otra parte, si Vip A Wxy es verdadera en A, también lo 
son Vxp y Vw. Por tanto, dado a € A, Y y y son ambas verdaderas en A de 
a, con lo cual lo es su conjunción p Aw. Concluimos, pues, que Vx(p A y) es 
verdadera en 4. 

(2) Supongamos que Jx(p Vw) es verdadera en una estructura 4, Así, hay 
aE A tal que q Y y es verdadera de a, de modo que hay a € A tal que 0 0 y 
son verdaderas de a. Por tanto, 4 | xq 0 AE xy, con lo que dep V Try es 
verdadera en 4. Por otra parte, si Jxq V Jxy es verdadera en A, lo es 31p o 
lo es xy. Por tanto, existe a € A tal que q es verdadera en A de a o existe 
bEA tal que y es verdadera en A de b, En ambos casos existe un elemento 
de A del que 9 Y y es verdadera. Concluimos, pues, que Jx( (q V y) es verdadera 
en A. O 


No hay distributividad del cuantificador existencial respecto a la con- 
junción. Por ejemplo, la fórmula Ix(PxA Qx) no es lógicamente equivalente 
a JxPx A 3x0x. Para verlo, obsérvese que «hay un número primo y hay un 
número divisible por cuatro» es un enunciado verdadero pero «hay un número 
primo divisible por cuatro» es falso. De modo análogo, no hay distributividad 
del cuantificador universal respecto a la disyunción. Por ejemplo, la fórmula 
Wx(PxV Ox) no es lógicamente equivalente a WxPxVWxOx. Para darse cuenta de 
ello, obsérvese que es verdadero que todo número es par o impar pero es falso 
que todo número es par o todo número es impar. 


PROPOSICIÓN 14.7. (EQUIVALENCIA DE CUANTIFICADORES) £Si q y y son 
fórmulas cualesquiera, 

(DD. —Vxp= 30, 

(3 10 =Vx-p, 

(3) 1x0 = xp, 

(4 - Vxp = =p. 
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DEMOSTRACIÓN. Como en las proposiciones anteriores, justificaremos (1) 
para el caso en que a lo sumo x está libre en q puesto que la demostración 
del caso general se obtiene de modo análogo considerando una asignación 
arbitraria de objetos a las variables libres de q distintas de x. 

La justificación de (1) es: 


Ak si AjJEVop 
sii hay algún a€ A tal que 4 p* 9[:] 
sii hay algún a € A tal que 4 E [3] 
sii AR 


La justificación de (2) es similar. (3) se sigue de (2) y (4) de (1), recor- 
dando que para toda fórmula dt, 0 = 0, O 


PROPOSICIÓN 14.8. (CUANTIFICACIÓN VACUA)  5£iwy es una fórmula donde 
la variable x no aparece libre, 


(1) y=Yxv, 
(2) w=230. 


En particular, si 0 es una sentencia, 0 =VxG y 0=-x0. 


La demostración de esta proposición es inmediata. 


PROPOSICIÓN 14.9. Siw y w son fórmulas y la variable x no aparece libre 
en Y, 


(1) Vip y) =YVxp VW, 
(2) APA W) =p A y. 


DEMOSTRACIÓN. Justificaremos (1) para el caso en que a lo sumo x está 
libre en y y yes una sentencia. La demostración del caso general se obtiene de 
modo análogo considerando una asignación arbitraria de objetos a las variables 
libres de q y y distintas de x. ] 
Supongamos en primer lugar que Vx(q Vw) es verdadera en A. Así, para 
cada as A, AE (OVWw)]. Ahora bien, si y es verdadera en A, también lo 
es Va Vw. Si y es falsa en A, entonces debe ocurrir que para cada a € Á, 
Ak 0[), y por tanto que Vxp es verdadera en A, con lo cual lo es Vx VW, 
Por otro lado, si Wwp Y w es verdadera en A y y es verdadera en A, para 
cada ac A, AE (Ovw)H]. Y si y es falsa en A entonces Vxp es verdadera en 
tal estructura. Por tanto, A |= p[!] para cada a E A. Así, AE (9vwy)(;] para 
cada a € A. Concluimos en ambos casos que A E Wr(q V y). Esto muestra que 
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Wap W y y Wx( Vo y) son verdaderas en las mismas estructuras, y, por tanto, 
lógicamente equivalentes. La justificación de (2) es parecida. LJ 


PRINCIPIO DE SUSTITUCIÓN DE FÓRMULAS EQUIVALENTES 


El principio de sustitución de fórmulas equivalentes, que es análogo al de 
la lógica proposicional, dice lo siguiente: 


5ien una fórmula sustituimos una subfórmula por una fórmula equi- 
valente a ella obtenemos una fórmula equivalente a la fórmula ini- 
cial. 


El principio de sustitución de fórmulas equivalentes junto con la tran- 
sitividad de la equivalencia lógica nos permite obtener nuevas equivalencias, 
Veamos un ejemplo. Si y y yw son fórmulas cualesquiera, 

Jl — w) = Va —+ xv, 


como se ye mediante la siguiente cadena de equivalencias. 


Tp yw) = Jx(=0p Vw) pues > =-00V B, 
A A por (2) de la proposición 14.6, 
TAM Vda = 1x0 =>>3Jxw pues 0>P=-0av BP, 
110 dy = Vxp=> 10 pues xp = Vxup. 
Puesto que la relación de equivalencia lógica es transitiva, obtenemos lo dese- 


ado. 

La siguiente proposición se obtiene encadenando equivalencias, haciendo 
uso del principio de sustitución y los principios anteriores, como en el último 
ejemplo. 


PROPOSICIÓN 14,10. Si y w son fórmulas y la variable x no aparece libre 
en Y, 

(1) VW 0) => Vx, 

(2) (y) =w => 3x0, 

(3) Vip — y) =p + Y, 

(4) ]p= Y) = Vx > y. 


Compárese (1) con (3) y (2) con (4). 


PROPOSICIÓN 14.11. Sim es una fórmula con a lo sumo la variable libre x, 
y ces una constante, 
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(1) (*) = xx =cA0), 
(2D q) =Wxdx=c=> p). 


DEMOSTRACIÓN. —Justificaremos (1) dejando la justificación de (2) como ejer- 
cicio. Supongamos que A es una estructura que satisface q(!). Sea a=e*, Por 
el lema de sustitución, 4 01], de modo que AF (x=cA0)[7] y, por tanto, 
AR ax(x= cc A q). Supongamos ahora que A = dix ec A 0). Asi, existe a € A 
tal que 4 E (x=cA0)[], de modo que Ax =c[z], es decir, a= e”. Además, 
A le 9[3), con lo cual, por el lema de sustitución, A = pl). O 


La última proposición tiene la siguiente consecuencia: toda sentencia es 


equivalente a una sentencia en la que las constantes individuales sólo aparecen 
en las ecuaciones. 


FÓRMULAS PRENEXAS 
Una fórmula prenexa es una. fórmula de la forma 


QX1, ... ¡Quiet 


donde Q;,...,Q, son cuantificadores (3 o V) y O: es una fórmula sin cuantif- 
cadores. La fórmula q es la matriz de la fórmula prenexa y Q1X1,+.. +, QuX, €8 
el prefijo. Por ejemplo, la fórmula 


WiWylzdl Py => (Rxy A Syz)) 
es prenexa, pero la fórmula equivalente 
Wx(JyPy —+ Iz(Rxy A Sy2)) 


no lo es. 


PROPOSICIÓN 14.12. Toda fórmula es equivalente a una fórmula prenezra. 


Aunque no sea propiamente una demostración, vamos a describir un pro- 
cedimiento para transformar cada fórmula en una fórmula prenexa equivalente, 
Dada una fórmula, lo primero que haremos es transformarla en otra equivalen- 
te en la que no haya dos bloques cuantificacionales con la misma variable, y en 
la que ninguna variable que aparece libre aparezca también ligada. Esto pode- 
mos hacerlo gracias a la proposición 14.5, ya que tenemos infinitas variables. 
Usaremos siempre variables nuevas, es decir que no aparezcan en la fórmula, 
Después, utilizando las equivalencias anteriores y las de lógica proposicional, 
iremos trasladando los cuantificadores al inicio de la fórmula. 
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EJEMPLOS 


1. 


VxPx => VYxQx. 
Primero reemplazamos la variable x en YxGx por la variable y, obte- 
niendo 

WxPx— WyQy. 
Ahora trasladamos uno a uno los bloques cuantificacionales al inicio 
de la fórmula. Podemos empezar por cualquiera de los dos, Empece- 
mos por el segundo. Por (1) de la proposición 14.10 obtenemos 


Wy(VxPx = Oy). 
A continuación trasladamos el bloque cuantificacional Vx al inicio de 
la fórmula (VxPx= Qy), aplicando (4) de la proposición 14.10. El 
resultado final es 
Wyx(Px + Oy). 
Podemos hacer los traslados de bloques cuantificacionales en el otro 
orden posible, primero trasladando Vx y después Wy. 51 lo hacemos así 
obtenemos | 
Hwy (Px= Qy). 
Wx(Px= Jy(Rxy AV25xz)). 
En este caso todos los bloques cuantificacionales tienen variables dis- 
tintas y no hay variables libres, Podemos, pues, pasar a trasladar los 
bloques cuantificacionales al inicio de la fórmula; por ejemplo del si- 
guiente modo; | 
Vx(Px + Ty Wz(Rxy A Sxz)), 
Vidy(Px => WzlRxy A Sxz)), 
WalyWz(Px => (Rxy A Sx2)). 
HPx => We(Reor V JaSxz), 
Cambiaremos las variables cuantificadas para tener una fórmula equi- 
valente en la que no existan bloques cuantificacionales distintos con 
la misma variable y en la que ninguna variable esté libre y ligada, 
Para ello reemplazamos JxPx por JuPu y J28xz por JySxy, obteniendo 


JuPu —+Wz[ Rex V 3v8x1). 
Ahora trasladamos los bloques cuantificacionales al inicio de la fórmula, 
de modo parecido a como hemos hecho en los ejemplos anteriores: 
| Ve(Pu — Vo Ra y TySxy)), 
Val Pu —= (Rarv 380), 
VuWz(Pu— Jy(RzxV Sxy)), 
vaWzdy(Pu—= (Raxv 8xy)). 
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HxWy(Rxy + WzRzz). 
Una secuencia posible de transformaciones es la siguiente: 
Ja Wy (Ray — WzRzz), 
ViWy(Ray => VWaRzz), 
Wxdy- (Ray => WeRzz), 
Widy(Rxy A WeRzz), 
Wadv(Rxy Az=Rzz), 
Widyaz(Rxy AÑRzz). 


3. Consecuencia lógica 


Decimos que un conjunto I' de sentencias de un lenguaje de primer orden 
L es satisfacible si existe una estructura 4 en la que son verdaderas todas las 
sentencias de P. En tal caso decimos que A satisface P, o que es un modelo 
de T, y escribimos 


AT. 


Un conjunto de sentencias P' es insatisfacible si no es satisfacible, es 
decir, si en toda estuctura al menos una sentencia de l' es falsa. 


EJEMPLOS 


1. 


El conjunto formado por las sentencias 

Wa(PxV Ox), Ix(PxA=Q0), Vx(Px— Jy(Rxy A QOy)) 
es satisfacible, ya que por ejemplo es satisfecho por la estructura 
A cuyo universo es (1,2,3) y donde pP2= 1H, o 12,3) y R*= 
((1,2)). 
El conjunto formado por las sentencias 

Ax(PxA Qu), Vx[Px + Rxx), Vx(Qx — Rax) 

es insatisfacible, puesto que si hubiese una estructura 4 en la que 
fuesen verdaderas todas las sentencias del conjunto, debería existir 
un objeto en el dominio de la misma que perteneciera tanto a 
como a O”, Por pertenecer a P*, tal objeto debería estar relacionado 
consigo mismo por R?, pero por pertenecer a 0%. no puede estarlo. 


Decimos que una sentencia O es consecuencia de un conjunto de senten- 
cias T, en símbolos, PD 6, si 6 es verdadera en toda estructura que satisface I”. 
Así, 6 no es consecuencia de TP, en símbolos, Pf 6, si y sólo si hay una estruc- 
tura que es un modelo de T' pero no lo es de o. Como en lógica proposicional 
abreviaremos «(0) = 6» como «6 5 Ó» y «0 0» como «E 0», 
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EJEMPLOS 


Ll. AWXx(PxV Ox), Vx(Px — JyRxy)) 5 Vx(0x — JyRxy). 
La razón es la siguiente: en cualquier estructura 4 que satisface el 
conjunto de sentencias (Wa(PxV Ox), Vx(Px—= 3yRay) ), si un objeto de 
su dominio no pertenece a la interpretación de O, debe pertenecer a 
la de P, puesto que la sentencia Vx(PxV Qx) es verdadera en A. Pero 
puesto que la sentencia Vi(Px + JyRxy) también es verdadera en A, 
cada objeto del dominio de A que no pertenezca a la interpretación de 
O debe satisfacer la fórmula 3yRxy, con lo que la sentencia Wr(0x = 
JyRxy) resulta verdadera en A, 

2, [x(Pxv 0Ox),Va(Px=> Rax),Vx(Ox + Rxx)] [4 JxRxx. 


Por ejemplo, la estructura A cuyo dominio es (1,2,3) y donde pa E 
0, 0 =A y RA =0, satisface el conjunto de sentencias (x(Px V 
Ox) Wx(Px= Rxx), Vx(Qx + >Rxx)] pero en ella es falsa JxRxx. 

Los principios básicos de la relación de consecuencia de la lógica. pro- 
posicional valen también para la relación de consecuencia entre conjuntos de 
sentencias y sentencias de primer orden, teniendo en cuenta que donde alli 
se habla de tautologías aquí debe hablarse de sentencias lógicamente válidas. 
Las justificaciones de todos ellos para el caso de la lógica de primer orden 
son análogas a las dadas para la lógica proposicional, con la salvedad de que 
ahora el papel que allí desempeñaban las asignaciones de valores de verdad lo 
desempeñan aquí las estructuras. Veamos algunos. 


TEOREMA 14.13. (DE DEDUCCIÓN) Sea T' un conjunto de sentencias y sean 
O y ó sentencias cualesquiera; 


si TU[o) 6 ó, entonces TE (o 5), 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que FTU[o) E á y veamos que PF (05 > 0). 
Debemos ver que la sentencia (o +6) es verdadera en toda estructura que 
satisface T. Supongamos pues que A JET. Si O es falsa en A, (0 > 6) es verda- 
dera en 4. Si o es verdadera en 4, entonces A satisface PU (0) y por tanto, 
puesto que TU[o) E 8, Ó será verdadera en A, con lo que también lo es la 
sentencia (o > 8), como queriamos demostrar, O 


PROPOSICIÓN 14.14, SiT es un conjunto de sentencias y O es una sentencia, 


ko sí TU([L-0) es insatisfacible. 


DEMOSTRACIÓN. Basta observar que 1) T' [+ 6 si y sólo si no hay ninguna 
estructura A que satisface Ty no es modelo de a y 2) TU(=0] es insatisfacible 
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si y sólo si no hay ninguna estructura A que satisface T' y en la que U es 
falsa. O 


A continuación presentamos algunos principios específicos de la lógica de 
primer orden. 


PROPOSICIÓN 14.15. 5iT es un conjunto de sentencias, Ol es una fórmula 
con a lo sumo una variable libre x y c es una constante, 


(0) sTE af), entonces T l= 10, 
(2) si Tf =Vxa, entonces Ti a(?), 


(3) si TE ara, PU(a(?)) 0 y e no aparece en T ni en O ni en 0, 
entonces TE O. 
(4) siT a(í) y c no aparece en T ni en Ol, entonces T' [> Vxa. 


DEMOSTRACIÓN. (1) Supongamos que T” + ef) y veamos que TE Ara. Sea 
A una estructura que satisface T. Entonces A E a(*). Por el lema de sustitu- 
ción, 4 = ale?], de modo que A E xa. 

(2) Supongamos que T + Vxa y que AT. Asi, para cada a € A, Ap ala]. 
En particular, A E alc*]. Por tanto, por el lema de sustitución tenemos que 
AF a). 

(3) Supongamos que PUfa(*)) E a, donde e no aparece ni en P ni en 
O, y que PTE Axa. Con el propósito de demostrar que P' + a, suponemos que 
AET. Así, Al xa. Sea pues be A tal que A ab]. Consideremos una nueva 
estructura A' que es en todo igual a 4 excepto en que ahora c% = b. Puesto 
que ce no aparece ni en l1' ni en dt, por el lema de coincidencia, tenemos que 
A'[=T y A' E alb]. Pero como c* =b, por el lema de sustitución, 4' |= 0L(?). 
Por tanto, A' + 6, Puesto que e no aparece en G, de nuevo por el lema de 
coincidencia, obtenemos que A 0. 

(4) Supongamos que AE a(%), que la constante e no aparece en las sen- 
tencias de T' y que 4 + T. Debemos ver que 4 + Yxo.. Sea pues a un elemento 
arbitrario de A, Consideremos la estructura A' que en todo es igual a la estruc- 
tura 4 excepto en que ahora c* = a. Puesto que e no aparece en T y ALT, 
por el lema de coincidencia tenemos que A' =P. Por tanto, AF 02). Así, por 
el lema de sustitución, tenemos que A' + aje?]. Y puesto que c? =a tenemos 
que 4 = aa]. Ahora bien, como c no aparece en dl, por el lema de coincidencia 
obtenemos que 4 | da]. Por tanto, concluimos que 4 E Vxu. O 


ProPosicióN 14.16. Sig es una fórmula con a lo sumo la variable x libre, 
y c,d y e son constantes, 


() c=drd=c, 


As 





— =- 2. 
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(2) le=mdidreejecre, 
6 1o(),c=d) ol). 


DEMOSTRACIÓN, Las justificaciones de (1) y de (2) son inmediatas, Para 
justificar (3) supongamos que A es una estructura en la que p() y c=d 
son verdaderas. Entonces e? = d*. Por el lema de sustitución tenemos que 
A E [e]. Por tanto, Ak qíd%. Aplicando de nuevo el lema de sustitución 
obtenemos que A E p(). O 


4d, Ejercicios 
1. ¡Cuáles de las siguientes sentencias son verdades lógicas? Si no lo son, exhiba | 


una estructura en la que sean falsas. Si lo son, muestre que no puede existir una 
estructura en la que sean falsas. 


(1) Wx(Px= (Qx — Px)), (8) ]yWWxRxy => WeTyRxy, | 
(2) Wi(Pxv-Px), (9) I(PxA-=Px), | 
(3) WxPx= Ix(PxV Qi), (10). (PcAQc) + 2xPx, | 
(4) VxPx—>Wx(PxV Ox), (11) (PeAQe) + 2Ax(QxV =Px), | 
(5) ]Px=3x(PxA Ox), (12M (PevQc) + 2:0Qx, 

(6) xPx=>Jx(PxV Ox), (13) (PevQc) +2x(PxV Ox), 

(7) WidyRxy —= JyvixRxy, (14) Pco—=WxPx, 


2. Muestre que los siguientes pares de fórmulas lo son de fórmulas equivalentes, 


(1) Yi-PxXAQx), > ax(Pxv 0), 

(2) Ax(PxARxy), Wx(Px+-=Rxy), 

(3) Vx(Px= Ox), Íx(PxA=Qu), 

(4) —VxlyRxy, ]xWy=Rxy, 

(5) =IxWyRxy, Vrdy=Rxy, 

(6) Wi-Px=>Qx0), "Ak(-PxA>0x), 
(7) Wilyr(Px=>Rxy), >IVWy(PxA Ray), 
(8) Wi-dy[Px= Rxy), WivVy(Px A Rxy). 


3. Muestre que los siguientes pares de sentencias lo son de sentencias no equivalen- 
tes. Debe darse, en cada caso, una estructura en la que una de las dos sentencias | 
sea verdadera y la otra falsa. | 


(DD). WaPxV Quo), "AxPxVWWxXQx, 


(2) AxXAHPxXA=0x), VxPxAzdx0x, | 
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(3) Ax(Px= Qu), JxPx=+WxQr, 


(4) Wx[Px=+Qc), VxPx = Qc, 
(5) Ax(Px=> Qc), HxPx => Qc. 


Obtenga para cada una de las fórmulas siguientes una fórmula equivalente 
forma prenexa. 


(1) VxPx=>3yQy, (7) IxPx+Wy0y, 

(2) VxPx=-JxRxe, (8) JuPx—=JzRxz, 

(3) Vr(Px— xRxy), (9) Wx((PxAWyRxy) > 32812), 
(4) AxPXAVyRay), (10) Wx((PxW JyRxy) >W28x2)), 
(5) Wa(PxvWWyRxy), (11) VryRoy VW TvRya) + 28 xz, 
(6) ]rPx=w-=y0y, (12) Wx(Pxr—=VWyRxy) + J28xz. 


Averigúe cuáles de las sentencias siguientes son equivalentes entre sí. Justifique 
la respuesta. 


(1) VxaRxc Pe, 
(2) JRxc= Pe, 
(3) Wx(Rxc Pc), 
(4) x(Rxc > Pc). 


Averigúe cuáles de las sentencias siguientes son equivalentes entre sí. Justifique 
la respuesta. 


(1) Pc—+VWxRxe, 
(2) Pe—=+>5xRxe, 
(3) VWx(Pe—= Rxe), 
(4)  ]x(Pc —= Rxc). 


Justifique cada una de las siguientes afirmaciones encontrando una estructura 
que satisfaga las premisas pero no la conclusión. 


(1). [(Wa0x Pax), Va Ox — Lx) ) HE WxalPx = Lx), 

(2) [Wa(Px= TyRio), VaTvRxy + TR) EVA Ra + Ex), 

(3) AWx(Px= (Ox V Ex)), Vx(Qx + Ta) VolLx + Ta)) Pé Vx Lx + Pax), 
(4) [Woyz((Rxy A Ryz) = Ruz), Vioy(Rxy = Ryx)) pe WxRxx, 

(5) [Wayz( (Ray A Ryz) + Raz) ) ¡4 Vxy (Rey > Ryx), 

(6) [xy (Ray ARyx Axe y) ¡E Way (Ray ARyx) + x 5 y). 


Sea una fórmula con a lo sumo la variable x libre y sea e una constante. 
Muestre que si Vxp es una verdad lógica, entonces p(5) también lo es. 
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Determine de cada una de las dos sentencias siguientes si es satisfacible o no. 51 
lo es, dé un modelo; si no lo es, demuestre que es falsa en toda estructura, 


(1) Widy(Rxy + Ryy), 
(2) ]Wy(Ray + Ryy). 


Muestre que el conjunto de las siguientes fórmulas es satisfacible: 


WR, Vaya, Wozl[Ro ARyz) > Rxz)). 


Sea E= (WR, Va (Ray >>=Ro9)). Justifique que E no tiene modelos de l o 2 
elementos. Para cada n > 3, halle un modelo de E de + elementos. 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un único simbolo rela- 
cional binario, R, tal que sus modelos sean las estructuras 2 =(4,R*) en las que 
RÁ es una relación de equivalencia. 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un único simbolo relacio. 
nal binario, R, tal que sus modelos sean las estructuras A = (AR?) tales que R 
es una relación de equivalencia que tiene exactamente (Tes clases de equivalencia. 


Encuentre un modelo del siguiente conjunto de sentencias: 
WiRxx, ViyRay, Vayzl (Ray ARyz) + Rxz)). 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un único simbolo rela- 
cional binario, R, tal que sus modelos sean las estructuras A= (A, R%) en las que 
RÁ es un orden parcial estricto no lineal de A. 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un único símbolo rela- 
cional binario, R, tal que sus modelos sean las estructuras 4=(A,R%) tales que 
RÍ es un orden lineal estricto en A. 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un único simbolo rela- 
cional binario, R, tal que sus modelos sean las estructuras 4 =(A,R%) en las que 
RÁ es un orden estricto lineal y denso en A. 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un único simbolo rela- 
cional binario, R, tal que sus modelos sean las estructuras A = (A,RY) en las que 
RA es un orden parcial estricto en A con al menos dos elementos maximales. 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un Único anta rela- 
cional binario, R, tal que sus modelos sean las estructuras A = (4,R%) en las que 
R? es un orden parcial estricto en Á sin elementos minimales, 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un único petiso rela- 
cional binario, R, tal que sus modelos sean las estructuras A = (A,R%) en las que 
RA es una biyección entre A y A. 





21. 


22. 


2d. 


24, 


26. 


2E, 


28, 


29. 


30. 


31. 
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Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un único símbolo rela- 
cional binario, R, tal que sus modelos sean las estructuras A =(A,R%) tales que 
RÁ es una función de A sobre Á que no es inyectiva. 

Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un símbolo relacional 


binario R y un símbolo de predicado P tal que sus modelos sean las estructuras 
A=(4,R%,P%) tales que RA es una biyección entre P* y A—P?. 


Encuentre una sentencia o un conjunto finito de sentencias en el lenguaje con un 
símbolo relacional binario £ tal que sus modelos sean todos estructuras infinitas. 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje puro de la identidad (el que 
no tiene simbolos propios) tal que sus modelos sean las estructuras infinitas. 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un símbolo relacional 
binario R y un símbolo de predicado P tal que sus modelos sean las estructuras 
A=(A,RA,PR) tales que RÁ es un orden lineal reflexivo en PA y P? es infinito. 


Encuentre un conjunto de sentencias en el lenguaje con un símbolo relacional 
binario R tal que sus modelos sean las estructuras A= (A,R%) en las que RY es 
una relación de equivalencia en A con infinitas clases de equivalencia, 


Demuestre que ninguna de las tres sentencias siguientes es consecuencia de las 
restantes. 

(1) WxiaRxx, 

(2) Way((Ro ARyx) > x= y), 

(3) Vxayel(Ray ARyz + Rxz). 


Demuestre que la tercera sentencia es consecuencia de las dos primeras, pero 
que ninguna de las otras dos es consecuencia de las restantes, 


(1) YxRxx, 
(2) Wozl(Roy ARxz) — Ryz), 
(3) Wiy(Ray => Ryx). 


Demuestre que cada una de las sentencias (1) y (2) es consecuencia de las res- 
tantes, pero que (3) no lo es. 


(1) Wrwz((Rxy ARyz) —= Kxz), 
(2) Wayz((Rxy ARxz) + Ry2), 
(3) Wiy(Rxy —= Ryx). 


Demuestre (2) de la proposición 14.11. 


Demuestre que si l' es un conjunto satisfacible de sentencias, entonces para cada 
sentencia O, PULG) o TU(s0) es satisfacible. 








246 


32. 
33, 


3d, 
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Demuestre que si TU(a(*)) es un conjunto satisfacible de sentencias, entonces 
TuU(Ara) también es satisfacible. 


Demuestre que si TU(-a(/)) es insatisfacible y c no aparece en [, entonces 
TEFYxo. 


Demuestre que si TU (—Vxc) es insatisfacible, entonces Tu(-a(:)) también es 
insatisfacible. 








CAPÍTULO 15 
LÓGICA DE PRIMER ORDEN 
CON SÍMBOLOS FUNCIONALES 


1. Introducción 


Con los lenguajes de primer orden introducidos hasta el momento po- 
demos hablar de propiedades, de relaciones y de objetos particulares, Ahora 
bien, en la práctica científica y en la práctica diaria a menudo hablamos de 
operaciones y funciones en un conjunto de objetos, como por ejemplo la suma, 
el producto, o la exponenciación de números naturales, o de la función que a. 
cada persona le asigna el año de su nacimiento. En este capítulo ampliaremos 
los lenguajes de primer orden con una nueva categoría de símbolos propios, 
los simbolos funcionales. Servirán para hablar de operaciones. 

Consideremos las expresiones 


3+2, 
el sucesor de 5, 
el año en que nació Kant, 


que nombran, por este orden, el número 5, el número 6 y el año 1724. En 
este sentido se comportan como un nombre propio. Expresiones de este tipo se 
simbolizan utilizando simbolos funcionales. Con su ayuda formamos términos 
más complejos que las variables y las constantes. 

Los símbolos funcionales, al igual que los relacionales, pueden ser una- 
rios, binarios, ternarios, etc. Un lenguaje de primer orden podrá tener o no 
símbolos funcionales entre sus símbolos propios, al igual que puede tener o 
no constantes, símbolos de predicado o símbolos relacionales. Utilizaremos las 
letras «fo, «go y «hs, posiblemente con subíndices, como simbolos funcionales; 
las usaremos también para referirnos a símbolos funcionales cualesquiera. 

Los conceptos sintácticos y semánticos para lenguajes de primer orden 
con símbolos funcionales se definen de modo análogo a los de los lenguajes de 
primer orden sin símbolos funcionales. Lo único que cambia son las definiciones 
de término y de estructura, que deben dar cabida a los símbolos funcionales y 
a su interpretación. 


as 
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2. Sintaxis 


Un término de un lenguaje de primer orden L es una expresión que se 
obtiene aplicando las siguientes reglas: 

1. toda variable es un término de L, 

2, toda constante de L es un término de £, 

3. si f es un símbolo funcional n-ario de L y 1;,...,1, son términos de £, 


la expresión ff; ...t, también es un término de £. 


Así, el conjunto de los términos de £ es el menor conjunto de expresiones de L 
que contiene todas las variables, todas las constantes de £ y está cerrado con 
respecto a la regla 3. Por tanto vale el siguiente principio de inducción. 


PRINCIPIO DE INDUCCIÓN PARA TÉRMINOS. —SiL es un lenguaje con símbolos 
funcionales y 
(1) las variables tienen la propiedad P, 
(2) las constantes de L tienen la propiedad P, 
(3) si f es un símbolo funcional n-ario de L y ty,... ¿dp $0N términos de 
£L con la propiedad P, ft;...t, también tiene la propiedad P, 


entonces todos los términos de L tienen la propiedad P. 


EJEMPLO 


Si L es un lenguaje de primer orden con una constante c, un símbolo 
funcional unario f, uno binario g, y uno ternario A, las expresiones siguientes 
son términos de L: 


Cy fe, gxe, pex, hfefegxy, ff fe. 


Un término, al igual que una fórmula, tiene su árbol genealógico, que 
indica cómo $e obtiene a partir de los términos simples: las variables y las 
constantes. El árbol genealógico del término Afefegxy es: 





hfcfcgay 
fe ! EXy 
| 
E e Xx y 
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Y el del término gexyexfe es: 


ggryax fe 






EXy gafe 





IN LS, 


Un término cerrado es un término sin variables. Por ejemplo, e, fe, ffe, 
efce son términos cerrados, pero fx, fefx, hexfegcefe no lo son. 

Las formulas atómicas de un lenguaje de primer orden £ con simbolos 
funcionales se definen como en el caso de los lenguajes de primer orden sin 
símbolos funcionales pero a partir de los términos de £; es decir, las fórmulas 
atómicas de £ son las expresiones de la forma 


tf, PL, Rh... 1 


donde 1,1,t1,...,fh son términos de £L, P es un símbolo de predicado y R 
un símbolo relacional n-ario, Por ejemplo, para un lenguaje con un símbolo 
de predicado P, un símbolo relacional binario R, una constante e, un simbolo 
funcional unario f y uno binario e, las siguientes expresiones son fórmulas 


atómicas: 
cr fo, Pgxo, Rxgfex, Rfxgfxfy. 

La definición de fórmula para un lenguaje L con símbolos funcionales es 
idéntica a la dada para el caso de lenguajes sin simbolos funcionales. También 
lo son las definiciones de subfórmula, de aparición libre o ligada de una varia- 
ble, de sentencia y fórmula abierta. Igualmente vale el principio de inducción 
para fórmulas. 

Definimos la sustitución de una variable por un término en un término y 
la sustitución de una variable por un término en una fórmula así: 

Si q es una fórmula y £ un término, la sustitución en q de la variable x 
por £, en símbolos, 

pl), 


es la fórmula que se obtiene al reemplazar cada aparición libre de x en q por 
f. 


Sit y r son términos, la sustitución en de la variable x por f, en 


HE), 
es el término que se obtiene reemplazando todas las apariciones de la variable 
xen f por el término r. 


simbolos, 
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A . á ga : 2 , dE a [ Ela--- Lu) 
De modo análogo, definimos las sustituciones simultáneas el Ar y 
lA 
ol; q ee 


3. Semántica 


Una estructura para un lenguaje de primer orden £ con simbolos fun- 
cionales es un par 
AAA, 
donde 
l. A es un conjunto no vacio, 
2. Fes una función cuyo dominio es el conjunto de los simbolos propios 


de L y tal que: 

2.1. si P es un símbolo de predicado de L, F(P) es un subconjunto 
de A, 

2.2, si R es un símbolo relacional n-ario de L, F(R) es una relación 
n-aria en Á, 


2.3. sic es una constante de L, F(c) es un elemento de A, 
2,4. si f es un símbolo funcional n-ario de L, F(f) es una operación 
n-aria en Á. 


Si s es un símbolo propio de L, F(s) es la intrepretación de s en la 
estructura A. Además, si 4 es una estructura para £, para cada simbolo s de 
L con 
A 
nos referiremos a su interpretación en A, es decir s* = F(s). Asi, f% es la 
interpretación del símbolo funcional f en la estructura A. 

Para definir el concepto de verdad para sentencias de un lenguaje £ con 
símbolos funcionales en una estructura 4 ampliamos el lenguaje £ al lenguaje 
L(A) añadiendo constantes nuevas, una para cada elemento de A, y definimos 
en primer lugar la denotación de cada término cerrado de L(A). La constante 
nueva correspondiente al elemento a € Á es á. También ampliamos la estructura 
A a una nueva estructura 4" con el mismo dominio que A y que interpreta los 
símbolos de L igual que A y que además interpreta á como a, es decir, 4% =a, 
Puesto que A y 4* son esencialmente la misma estructura, nos referiremos a 
A* tambien con «A». 


DENOTACIÓN DE LOS TÉRMINOS 
Si A es una estructura para un lenguaje L con simbolos funcionales, la 


denotación, o el valor, en 4 de un término cerrado t del lenguaje ampliado 
L(A), en símbolos, t*, se define como sigue: 
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1, Sic es una constante y 1 =c, M=c*, En particular, siac A, ¿A=a. 


2. Sit=f;...ftp donde f es un símbolo funcional a-ario y t;,...,t, son 
términos cerrados, 1? = £%(2f,....7). 


Claramente, la denotación en A de todo término cerrado es un elemento 
de Á. 


EJEMPLO 


Sea L el lenguaje con un símbolo de predicado P, un símbolo relacional 
binario KR, una constante e, un simbolo funcional unario f y dos simbolos 
funcionales binarios g y h. Consideremos la estructura 

B=(B,PE,RP_ [2 93 p3 ¿3 45) 
para L donde: 

B es el conjunto de los números naturales, 

P? es el conjunto de los números pares, 

R* es la relación ser menor que, es decir R*=¿(n,m):n<n), 

$? es la función sucesor, es decir, para cada n, ln) =A+l, 

g” es la operación suma, es decir, para cada nm, gP (nm) =n-+m, 

h% es la operación producto, es decir, para cada nm, h*(n,m) =n-m, 

e? =0, 

d*=2: 


Los términos de £, interpretados en la estructura 8, denotan elementos 
de B; por ejemplo: 


1. La denotación del término fc es 
(f09%=04+1=1 


y la de ffc es 
(ff)? =(04+1)+1=2. 


Del mismo modo, fffc denota el número 3, y Ffffc el número 4. 
Prosiguiendo de este modo nos damos cuenta de que todo número 
natural 1 es denotado por un término, a saber, f... fe, donde f...f 
es una sucesión de n efes. 





252 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


2. La denotación del término gfcfd se obtiene como se indica a conti- 
nuación: 


(10%, (1419) 
= g"(1,3) 
= 1I+H4 
= 
3. La denotación del término hffcfffd se obtiene como sigue: 
(hffefrfay? AUTO? OTIS) 
H*(2,5) 
72.5 
= 18. 


l 


(gfcfray? 


VERDAD EN UNA ESTRUCTURA 


La definición de verdad en una estructura es la misma que en el caso de 
los lenguajes sin símbolos funcionales, con la única excepción de las cláusulas 
para las fórmulas atómicas, que damos a continuación. 

Sea 4 una estructura para un lenguaje de primer orden L con simbolos 
funcionales. 

L Aket=nsiR=:1f, 

2 ASPrsiFMeP?, 

3. AER... tpsi (E... ER, 
donde £,t1,...,f¿ son términos de L(4), E es un símbolo de predicado de L y R 
es un simbolo relacional n-ario de £. 

A partir de ahora seguiremos utilizando todas las convenciones notacio- 
nales introducidas en el capítulo 13. 

Reformulamos los lemas de coincidencia y sustitución para adaptarlos a 
los lenguajes con simbolos funcionales. 


LEMA 15.1. (DE COINCIDENCIA) Supongamos que A y 'B son estructuras 
para un lenguaje L con el mismo dominio, es decir, Á =B. 
(1) Sit es un término cerrado de L y A y B interpretan del mismo modo 
los símbolos de L que aparecen en f, entonces ¡A=4?, 
(2) Si es una fórmula de L cuyas variable libres están entre X1,... ,X 
y A y B interpretan del mismo modo los símbolos que aparecen 0, 
entonces para cualesquiera objetos 41,... 41 EA, 


Ar 00E] si Bro) 
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En particular, 510 es una sentencia y A y E interpretan del mismo 
modo los símbolos que aparecen en ella, 


Ako sii Bo. 


Dados un término f cuyas variables son a lo sumo x, una estructura 4 y 
un objeto a del dominio de A, con «aj» o con «+*[X]», nos referiremos a la 
denotación del término (2) en A, es decir, 


Ap] =5*a] =,(3* 


LEMA 15.2. (DE SUSTITUCIÓN) Seo A una estructura para L. 


(1) Sir es un término con a lo sumo una variable x y £ es un término 


cerrado, 
sf A Al — “ATi 
ny =P al. 
(2) Sig es una fórmula con una tínica variable libre x y t es un término 


cerrado, | 
ARO) si Al ola). 


DEMOSTRACIÓN. Sea A una estructura. Demostremos (1) y (2) para el len- 
guaje ampliado L(A). Digamos que el grado de un término €s el número de 
simbolos funcionales que aparecen en él, 

(1) Sea 1 un término cerrado y sea a=1%, De acuerdo con el principio de 
inducción completa para números naturales (véase capítulo 5), para mostrar 
que para cada término r con a lo sumo una variable x, 


(15.1) Jr, 


basta mostrar que (15.1) vale para un término + con a lo sumo una variable 
x si vale para todos los términos de grado menor que el de r con a lo sumo 
la variable x. Sea pues r un término de grado » con a lo sumo la variable x. 
Supongamos, como hipótesis inductiva, que (15.1) vale para cada término de 
grado menor que 1 cón a lo sumo la variable x. 51 1=0, r es una constante 0 
' | A 
una variable, Si 7 es una constante, r(1) =r= (7). Por tanto, r( 27 sra * 
Si r es una variable, r es x. Por tanto, 
X A q 4 _ e E A 
rn) =P=a=r(p)". 
Si ns 0, entonces r= ff¡...tp para algún símbolo funcional k-ario y 
términos t,,...,f, que tendrán necesariamente grado menor que n y conten- 
drán a lo sumo la variable x. Por la hipótesis inductiva, para cada í tal que 


|< i<k, O = ES, Ahora bien, (ft.-..4)0) =£4. (0)... (7); por tanto, 
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Py.. (9%, 
= MO. 0 
= (fu). 7, 
= ft.” 


(2) Sea t un término cerrado y sea a= 1. Demostremos que para cada 
fórmula (p con una única variable libre x, 


(15.2) ARO() si ARO) 

De acuerdo con el principio de inducción completa para números natura- 
les, basta demostrar que (15.2) vale para una fórmula q con una única variable 
libre x si (15.2) también vale para toda fórmula con una única yariable libre 
x y menor número de símbolos lógicos que q. Sea pues p una fórmula con n 
simbolos lógicos. Supongamos, como hipóteis inductiva, que (15.2) vale para 
toda fórmula con una única variable libre x y menos de a símbolos lógicos. Si 
n=0, p debe ser atómica. Por tanto, es una ecuación o es de la forma Ki; ...fi 
para algún símbolo relacional k-ario (posiblemente k= 1, en cuyo caso R es 
un simbolo de predicado) y términos f;,...,f¿ con a lo sumo la variable x. En 
este segundo caso tenemos, aplicando al pasar de la línea 2 a la 3 el lema de 
sustitución ya demostrado para los términos, que 


AR(Rn.. 00) si AERAÍ)...4(), 
sii (a) (Jer, 
NS 
sii AR(R-. 10). 


Para el caso de las ecuaciones se razona análogamente. 

SinH0, q es una fórmula con símbolos lógicos. Debemos razonar por 
casos. Si p es la negación de una fórmula Gl, Q£ tiene menos de n símbolos 
lógicos. Por la hipótesis inductiva, 


ARa() si ARa(). 


(fa. 


ar 


Por tanto, 
Ar-a() si Ap4a(), 
si Apa(), 
si Aj-0(). 
Si q es la conjunción de dos fórmulas, O: y B, entonces, puesto que el 


número de símbolos lógicos de U£ y el de B es menor que a, tenemos que por la 
hipótesis inductiva 


Aka() si Apa() y ARB) sii APRB(). 
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Por tanto, 


AE(UAB() si ARALAR) 
si Ara()y AR (7), 
sii A-a(3) y ARB() 
si ArRa(DJAB(), 
sii ArR(0AB) 5). 
Si es una disyunción, un condicional o un bicondicional se razona de 


modo parecido. Veamos, por último, el caso en que ( es de la forma 3yw. El 
caso en que q es de la forma Yywy se trata análogamente. | 


sii haybE€A tal que AE w(—(), 


AREWÉE) sii haybeA tal que AR w() (), 


y ' 

5) 
sii hay b€A tal que AE wy(7) (2), 
sii hay b€A tal que AF wy(2 (7), 
sii AR Iyw(), 


si AR(HWE). O 


Los conceptos de conjunto y relación definible en una estructura al igual 
que los conceptos de verdad lógica, equivalencia lógica y consecuencia lógica se 
definen del mismo modo que para el caso de lenguajes sin símbolos funcionales. 
Las proposiciones 14.14 y 14,15 del capítulo 14 se transforman en las siguientes, 
cuyas demostraciones son análogas a las allí expuestas. 





PROPOSICIÓN 15.3. SiT es un conjunto de sentencias, Ql es una fórmula con 
a lo sumo una variable libre x, e es una constante y t es un término cerrado, 
(D) siTEa(?), entonces T | Jx0,, 
(2) si ?Vxa, entonces TE af). 


(3D) siP Exa, Pufa()) 0 y e no aparece en T ni en O ni en 0, 
entonces T' [+ a. 
(4 s«TE oL(*) yc no aparece en ni en (1, entonces TP Vxu. 


PROPOSICIÓN 15.4. Si q es una fórmula con a lo sumo la variable x libre y 
ti.la y ta son términos cerrados, 


(0 1=2Pb=t1), 
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(2) li t,t 2h)Ft1b, 


(3) to), 1) Fo). 


4, Ejercicios 


1. 


Demuestre, utilizando el principio de inducción para términos, que para cada 
término £, cada variable + y cada término r, t(7) es también un término. 


Demuestre, utilizando el principio de inducción para lórmulas, que para ca- 
da fórmula (, cada variable 1 y cada término 1, pl) os también una fórmula. 


Si el conjunto de las sentencias siguientes es satisfacible, dé un modelo; si no lo 
es justifíquelo. 

WaisRax, Vaya (Rxy A Ryz) = Raz), Vo loas y > (Roy Y Ryx)), VayRxfy, VasRixx, 
Si el conjunto de las sentencias siguientes es satistacible, dé un modelo; si no 
lo es justifíquelo. 

WiRxx, Yayo ARyx) > 13 y), Vayal (Ro ARy2) + Rxz), 
Yaoi e y > (Ray V Rya)), Vol + Rfxz fo), Vayzl Ray > Rfixfay). 
Si el conjunto de las sentencias siguientes es satisfacible, dé un modelo; si no lo 
es justifiquelo. 
Jefa, ira, Way l fare fy +x8 y). 
Si el conjunto de las sentencias siguientes es satisfacible, dé un modelo; si no 
lo es justifíquelo. 
Wifi x, Val farsa, Vayl fe fy +8 y). 

Si el conjunto de las sentencias siguientes es satisfacible, dé un modelo; sl no lo 
és justifíquelo. 

Wisfxrsx, Waffas a, dy y sx, 


Consideremos las sentencias 


(1) WMo(f yx. y), 
(2) Wi fy zx. 


¿Es alguna de ellas consecuencia de la otra? Justifique la respuesta, 


Justifique que Vxyx y no es consecuencia del conjunto cuyos elementos son las 
sentencias 


WoO((PxA=Py) + 1308 y), VxlPx Pfx), Maoylorr y + fxes fy). 








bh 


10, 


EL, 


12. 


13. 


14. 


15, 


16. 
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Encuentre un conjunto de sentencias E en el lenguaje con un único símbolo 
funcional unario f tal que para toda estructura 4 = (A, Pa? 


ARE sii pe es una biyección entre A y A. 


Encuentre un conjunto de sentencias £ en el lenguaje con un único símbolo 
funcional unario f tal que para toda estructura A=(A,f da 


AFL sli PU es sobre Á pero no es inyectiva, 


¿Cómo son los modelos de 2? 


Encuentre un conjunto de sentencias £ en el lenguaje con un simbolo rela- 
cional binario R y un simbolo de predicado P tal que para toda estructura 
ALA, PP RES: 


(1) SAFEYA es finito, A tiene un número par de elementos. 
(2) Sin es un número par distinto de cero, E tiene un modelo cuyo universo 
tiene exactamente n elementos, 


Considere el lenguaje con un único símbolo funcional unario f. Encuentre una 
sentencia satisfacible cuyos modelos sean todos infinitos. 


Considere el lenguaje con un único símbolo funcional unario f y un símbolo de 
predicado P. Encuentre un conjunto de sentencias E tal que sus modelos son las 
estructuras 4 = (A,PA,f%) en las que la función f9 restringida a PP (es decir, 
la función g cuyo dominio es P? y tal que para cada a € PR. g(a) = fla)) es una 
biyección entre P?% y A—P?, 


Considere el lenguaje con dos simbolos funcionales binarios, f y £, y la estruc- 
tura A= (A, 1%, g%), donde A es el conjunto de los números naturales, f% es 
la operación suma y e la operación producto. Para cada uno de los siguientes 
apartados encuentre una fórmula con la variable x libre cuyas soluciones sean 
las descritas: 


(1) Los números mayores que cero. 
(2) El número 0, 

(3) El número 1, 

(4) El número 2, 

(5) Los números pares, 

(6) Los números impares. 

(7) Los números primos. 


Considere el lenguaje con dos símbolos funcionales binarios, f y g, y la estrue- 
tura A= (4,1%, 2%), donde A es el conjunto de los números naturales, f% es 
la operación suma y g% la operación producto. Para cada uno de los siguientes 
apartados encuentre una fórmula con dos variables libres, x, y, que defina la 
relación descrita: 
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(1) 4 (11, 11) ¿ME mp. 

(2) Ln, m):n <m). 

(3) [(1,m) :n divide a m). 
(4) ¿(nm :n=3-m). 


17. Considere el lenguaje con dos símbolos funcionales binarios, f y Ze y dos cons- 
tantes e y d. Considere también la estructura A= (4,1% 2, 2,4%), donde A es 
el conjunto de los números naturales, (4 es la operación suma, 2% la operación 
producto, e* es el número cero y 44 es el número 1. Simbolice cada uno de los 
siguientes enunciados. 


CAPÍTULO 16 


(1) La suma de dos números positivos es mayor que cada uno de ellos. CÁLCULO DEDUCTIVO 
(2) La suma de dos números pares es par. 

(3) Si el producto de dos números es impar, también lo son los factores. 
(4) Un número par es un número divisible por dos. 

(5) Todo número es divisible por 1. 


(6) Todo divisor de dos números es divisor de su suma. 


1. Introducción 


Como sabemos, los argumentos son correctos o incorrectos. Estas propie- 
dades son intrínsecas a los argumentos y las poseen independientemente de 
que lo sepamos. Para descubrir y justificar que un argumento correcto lo es 
usualmente se realizan demostraciones. 

La definición del concepto de consecuencia lógica dada en el capítulo an- 
terior es acorde con la idea de que la relación de consecuencia conserva la 
verdad, pero no nos ofrece ningún método para determinar si una sentencia es 
consecuencia de un conjunto de sentencias. De hecho, ni siquiera nos propor- 
ciona un método sistemático para extraer consecuencias de un conjunto dado 
de sentencias. Los cálculos deductivos, inspirados en la actividad de realizar 
demostraciones, permiten extraer de un modo efectivo las consecuencias de 
un conjunto finito cualquiera de sentencias mediante la construcción de deri- 
vaciones. Un cálculo consta de un conjunto finito de reglas de inferencia (o de 
un conjunto finito de axiomas y reglas de inferencia, según el tipo de cálculo), 
que permiten pasar de unas sentencias a consecuencias de las mismas, y de 
una serie de instrucciones que indican cómo obtener derivaciones. a 

Un cálculo deductivo debe ser correcto, es decir, únicamente debe permitir 
derivar consecuencias de los conjuntos de premisas a los que lo apliquemos. 
Además, para la lógica de primer orden es posible obtener cálculos completos, 
es decir, que permiten derivar todas las consecuencias de cualquier conjunto 
de premisas. 


(7) Cero es el único número x tal que 1+x=x. 
(8) Cero y 1 son los únicos números x tales que x-x=x. 





| El sucesor de un numeró rápar al. 
odo número impar es sucesor de un número par. 


18, Demuestre por inducción el lema de coincidencia. 


o 
A A cc 


— a ii 8 
— 


2. El cálculo deductivo 


Hay muchos cálculos deductivos correctos y completos para la lógica de Ea 
primer orden. Además, hay diversos estilos de cálculo deductivo, uno de los ze 
1 cuales es el de los cálculos de deducción natural que introdujo el lógico alemán  * 
Gerhard Gentzen en 1934. El cálculo que presentamos en este libro es de este 
tipo. 
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Fijemos un lenguaje de primer orden EL y extendámoslo añadiéndole un 
conjunto infinito numerable de constantes nuevas, las constantes aunltares. Un 
secuente de L es un par (2,0), donde £ es un conjunto finito de sentencias del 
lenguaje extendido y 0 es una sentencia de dicho lenguaje. Los elementos de £ 
son las premisas del secuente y O: es su conclusión. En la formulación de las 
reglas de deducción y en el curso de las derivaciones omitiremos los paréntesis 
angulares de los secuentes y dejaremos más espacio que el habitual entre el 
pa de premisas y la conclusión. Asi, escribiremos «E Gt» en lugar de 
«(2, 01)». 

Una derivación (en el cálculo) es una sucesión finita de secuentes cada 
uno de los cuales se obtiene mediante la aplicación de alguna de las siguientes 
reglas de inferencia: 


REGLAS ESTRUCTURALES 


[Ed ———i il 
z 0 


| E 0 
[E2] —_—, HIÉCA 
A 1 


INTRODUCCIÓN Y ELIMINACIÓN DE LA NEGACIÓN 


2Ujajs  P 
EU 01) =p 
(ha. == 
Z 0 
EU [01] B 
ZU [=() =p 
1: HA 
A ol 


INTRODUCCIÓN Y ELIMINACIÓN DE LA CONJUNCIÓN 


y ol 
z_ B 

a 

ey 8 E (anf) 
E o y B 





a 
| j 
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INTRODUOCIÓN Y ELIMINACIÓN DE LA DISYUNCIÓN 


zz Q Z Pp 
MS va z  (av$) 

z (av B) 

EU (0) Y 

ZuU+B) Y 


INTRODUCCIÓN Y ELIMINACIÓN DEL CONDICIONAL 


21 (0) B 


L LS 
z (asf) 
E] == 


INTRODUCCIÓN Y ELIMINACIÓN DEL BICONDICIONAL 
¿UL(a) B 
U(B) ol 
a X (a + B) 
E  (0*bB) E (a+) 
| E ol E B 
[Ej]... == ———_—_— 
E A E ax 


INTRODUCCIÓN Y ELIMINACIÓN DEL CUANTIFICADOR UNIVERSAL ds 


z el RRE " 
[Ky] ——— TT cesuna constante que no aparece en ZU (() 
E Yap 
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[Ey] e f es un término cerrado 
z Y 


INTRODUCCIÓN Y ELIMINACIÓN DEL CUANTIFICADOR EXISTENCIAL 


z  e() o | 
[K5) —————————, tf es un término cerrado 
Ap 
L dp 
EUte()) a 
[Es] A O ZU (0, a) 
CL 


REGLAS DE LA IGUALDAD: REFLEXIVIDAD Y SUSTITUCIÓN 


[Rs] ———————, tes un término cerrado 
Z 11 
E best 
ze) ) y 
[Sas] ——————, t yt son términos cerrados 


Ez Ql%) 


Toda regla debe entenderse como una instrucción que permite obiener un 
secuente a partir de cierta colección de secuentes. Por ejemplo, la regla py dice 
que a partir de un secuente (2,0) podemos obtener el secuente (2,0 Y B), para 
cada fórmula B, Las reglas [El] y [R¿¿] son las únicas reglas que se aplican a una 
colección vacía de secuentes. La regla [El] nos permite introducir el secuente 
(E, 0) cuando (1 € E, y la regla [R.] nos permite introducir un secuente de la 
forma (2,1 =1) siempre que lo creamos conveniente. Estas dos reglas son las 
que sirven, entre otras cosas, para empezar las derivaciones. Cada una de las 
reglas restantes consta de uno o más secuentes a los que se aplica (los secuentes 
superiores), y de un secuente que se obtiene al aplicarla (el secuente inferior). 

Las dos reglas estructurales recogen dos principios básicos de la relación de 
consecuencia que no tienen que ver con ningún símbolo lógico (una conectiva, 
un cuantificador o el símbolo de igualdad) particular; la reflexividad ([E1]) y 
la monotonía ([E2]). Cada una de las demás reglas sirve para manipular un 
único símbolo lógico. Obsérvese que para cada uno de ellos tenemos reglas de 
introducción y reglas de eliminación. 
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Decimos que un secuente (E, a) es derivable (en el cálculo) si existe una 
derivación cuyo último secuente es (£,0). Dada una derivación, diremos que 
es una derivación de su último secuente. ] 

Si [0t;,... ,0,) es un conjunto finito de sentencias de L y es una sentencia 
de L, decimos que Q es deducible de (0,,... ,0,) si el secuente (AL 0b1+ + .. y Ot $, 01) 
es derivable. En general, dado un conjunto P' de sentencias de £L [posiblemen- 
te infinito) y una sentencia O. de £L, decimos que Ql es deducible de T, en 
simbolos, TH a, si 1 es deducible de un subconjunto finito de r, es decir, si 
hay un subconjunto finito E de TP tal que el secuente (E, 0) es derivable. Dire- 
mos que una sentencia O. es deducible sin premisas si Ú + Q, Abreviaremos 
«(0) FB» mediante «0. P» y «DF a» mediante «F 0, 

El concepto de derivación es puramente sintáctico: las reglas son reglas 
para la manipulación de entidades sintácticas, los secuentes. Ahora bien, el 
motivo por el cual se han elegido las reglas tiene que ver con la semántica. 
Decimos que un secuente (%,0) es correcto si 0) es consecuencia de E. Las 
reglas que hemos introducido son tales que si sus secuentes superiores son 
correctos, también lo es su secuente inferior. Por lo que respecta a las reglas 
sin secuentes superiores ([E1] y [Ra]), esto significa que sus secuentes inferiores 
son correctos. Puesto que respetan la corrección de los secuentes, decimos que 
las reglas son correctas. De la corrección de las reglas se sigue qué todo secuente 
derivable es correcto. 


CÓMO UTILIZAR LAS REGLAS 


A continuación presentamos una serie de ejemplos comentados. El lector 
puede acudir a ellos cuando tenga dudas acerca del uso de una regla. Como 
hemos dicho, una derivación es una sucesión de secuentes obtenida de acuerdo 
con las reglas. Escribiremos las derivaciones verticalmente, de modo que: 


Il. cada línea contendrá un secuente, 

2. las líneas estarán numeradas, y 

3. al lado de cada secuente figurará el nombre de la regla que se ha 
utilizado para obtenerlo y los números de las Lineas en que aparecen 
los secuentes a los que se ha aplicado la regla. 


Si en una derivación tenemos un secuente (X,a) decimos que Q se ha 
deducido de E o que O: se ha obtenido a partir de E, o a partir de las sentencias 
n Z. 
Pe Para obtener una derivación de un secuente (£,0) debe construirse una 
derivación cuyo último secuente sea (E, 0). 
Las reglas [E1] y [Ra] son las únicas que nos permiten comenzar las deri- 
vaciones. Las reglas que se aplican a más de un secuente tienen la peculiaridad 


“de que el conjunto E que aparece en su descripción debe ser el mismo en todos 


los secuentes. Así, por ejemplo, no podemos aplicar (1,] a dos secuentes (E, 00) 
y (A,B), con E distinto de A, para obtener (ZUA, (04 B)). Sin embargo, a partir 
de los secuentes (E,0) y (A,P) podemos obtener primero, utilizando la regla 
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[E2], los secuentes (ZUA, Q) y (EUA, B) y aplicar luego a ellos la regla [I,| para 
obtener (EUA, (0.4 B)). Al aplicar [E2] hemos uniformizado los conjuntos de 
premisas de los secuentes. En general, cuando en el curso de una derivación 
utilicemos la regla (E2] con el propósito de uniformizar los conjuntos de pre- 
misas de dos (o más) secuentes para poder aplicar una regla determinada a 
los resultados diremos que uniformizamos las premisas de los secuentes. 


La regla [I,] 

Para deducir una sentencia (a6A BP) de un conjunto de sentencias 2, po- 
demos deducir « y B de E, Éste es el contenido de la regla (1,]. Por ejemplo, 
para deducir (Pc A Qe) de [Pc, Oc), hacemos la siguiente derivación: 

1. (Pe,Qcj Pe [El] 
2. iPe,Qcj Qe [E] 
3. [Pe,Qc) (PcAQe) [L,], 1,2 


La regla [E,] 


Si tratamos de deducir U: de E utilizando la regla [E,] debemos deducir 
primero, para alguna sentencia P, (uAB) de £ o (BA a) de E. Por ejemplo, 
para deducir Oc de E = [(Pe A (Oc ATe))) podemos hacer la derivación: 


1. E (PeA(0cATe)) [El 
A Y (Oc ATC) [Exa], 1 
3, E 0e [Ea], 2 


La regla (1.,] 


Esta regla corresponde a la estrategia usual para demostrar enunciados 
condicionales según la cual se supone el antecedente y se concluye el consecuen- 
te. Para deducir (0. + B) de E utilizando la regla (1,] debe deducirse primero 
B de EU (0), es decir, con ayuda de las premisa en E y la premisa auxiliar 0%, 
debe obtenerse B. Así, deducimos (Qc + (PeA Qc)) a partir de (Pc) mediante 


la siguiente derivación. 


1. (Pel Pe [El] 

2. [Pc,Qc)j Qe [E1] 

3. (Pc,Qcp Pe [E:2], 1 
4d. [Pe,Qc) (PeAQc) a], 3, 2 
5. |Pc) (Oc=(PeAQel) [1,5], 3 
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En la línea 3 de la derivación se han uniformizado premisas, para poder 
aplicar [L,]. 

La regla [1,] también permite deducir (0. > B) de E si previamente se ha 
deducido BP de E utilizando la regla estructural [E2], como muestra la siguiente 
derivación: 

l. (0c) Qe 
2. |QOc,Pcj Qe [E:2], 1 


3, [Oc] (Pc=>00) [L,], 2 


La regla [E] 


Esta regla se conoce habitualmente con el nombre de Modus Ponens, Para 
deducir f de E con su ayuda basta deducir primero, para alguna sentencia 0, 
tanto (a B) como da de E. Por ejemplo, puede deducirse Te de E=(Pe, ((Pev 
Qc) + Tc)) mediante la siguiente derivación: 


1. E ((PevQOc)=>Te) [El] 

2. E Pe [El] 

3. E (Pev Oc) [Ly], 2 
Aa Z Fe [E,], 1, 3 


La regla [L,] 
Para deducir (0.V B) de E basta deducir a o deducir f de E y aplicar la 
regla [L,]. Por ejemplo, puede deducirse ((Pc A Qc) WTc) de [Pe,Qc)] mediante 
la derivación: 


1. +Pe,Qcj Pe [E1] 

Z. Pe Gej 0 [E1] 

3. [Pe,0c) (PeAQc) [Il], 1, 2 
4. APe,0c) ((PecAde)vTe) [Ly], 3 


La regla [E] 


Si hemos deducido (av B) de E, para deducir d de £ utilizando la regla 
[Ey] debemos deducir 0 tanto de 24 [0.) como de EU (a). Por ejemplo, si 


E=((Qev Tc), (Qe + Le), (Tc = Le), Pe] 


y queremos deducir Le de E, podemos deducir primero Le de EU(Oc) y de 
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ZU(Tce], según se hace en la siguiente derivación: 


1 Y (QevTe) [El] 

E E (Qe =>Le) [El] 

5 E (Tc=>Le) [El] 

4. XU(Qc) Qe [E1] 

5. EUÍOc) (Qc=>Lc) [E2], 2 

6. EU[Qc) Le [E-,], 4, 5 
7. XU[TE) Te [El] 

8. EU[(Te) (Te=+Lc) [E2], 3 

9. EU[Te) Le [E_,], 7,8 
10. E Le [Ey], 1, 6, 9 


La regla [Ey] corresponde a la estrategia de demostración según la cual 
cuando se quiere demostrar un enunciado a partir de una disyunción se puede 
proceder demostrando el enunciado a partir de cada uno de los componentes 
de la disyunción, 


La regla [1] 


La regla [L,| corresponde a la estrategia de demostración de una negación 
por reducción al absurdo: para demostrar la negación de un enunciado A, basta 
demostrar cualquier enunciado y su negación a partir de A. Así, para deducir 
0, de 2 podemos utilizar la regla (L,] deduciendo primero alguna sentencia fi y 
su negación, =P, de Ufa). Es decir, debemos obtener primero una sentencia y 
su negación a partir de £ más la premisa auxiliar O, Por ejemplo, para deducir 
Pe de 2 = ¿(Pe + Qc),>0c) utilizando la regla [L] podemos proceder asi: 


L. E (Pc=>0Qc) [El] 

2. EU(Pcj Pe [E1] 

3. EU(Pcj (Pec=>Qec) [E2], 1 

4. EU(Pcj Qe [EL], 3, 2 
5. EU[Pc) Qe [E1] 

6. Y Pe [L], 4, 5 


La regla [B.] 


La regla [E...] corresponde a la estrategia de demostración de un enunciado 
por reducción al absurdo: para demostrar un enunciado A basta con demostrar 
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cualquier enunciado y su negación a partir de la negación de A. Así, si quere- 
mos deducir al de E podemos utilizar la regla [E] deduciendo primero alguna 
sentencia y su negación a partir de 2 más la premisa auxiliar =01, es decir, a 
partir de ZU ¿(>4). Por ejemplo, para deducir Pe de 2 = ((=Pc + Qc), Qe) 
basta realizar la siguiente derivación: 


£ $ (=Pe= Qc) [El] 

2 Eu¿i-Pcj —Pe [E1] 

3. EU(-Pc) (-Pe=>0c) [E2], 1 

4. EU[=Pc) Qc [E], 1,3 
5. XU[-Pej —Qc [E1] 

6. Y Pe [L], 4, 5 


La regla [I.,] 


Si se trata de deducir un bicondicional € +) de un conjunto E utilizando 
la regla [1,,], debemos deducir primero a de ZU¿(B) y B de EU (01), tal como 
se ilustra en la siguiente derivación de la sentencia (Pc ++ Oc) a partir del 
conjunto E = (Pe => Oc), (Qc = Pe)). 


L. E (Pe=0Qc) [El] 

2. XU([Pc) Pe [El] 

3. XU([Pe) (Pc=Qc) [E2], 1 

4. EU(Pe) Qc [E 3, 2 
d £ (Oc =>Pc) [El] 

6. FUÍO0e| Qe [E1] 

7. EU[Oc) (0ce=>Pe) [E2],5 

8. XU[Oc) Pe [Ey] 6, 7 
9 E (Pcs Dc) [1,,] 4, 8 


La regla [E.,,] 
Esta regla es muy parecida a la de eliminación del condicional, S1 se trata 
de deducir $ de E utilizando la regla a basta deducir primero, para alguna 
sentencia Gl, Ol de E y, además, (064 B) o (B + 0). 


La regla [I,] 


Para deducir Vxp de E con ayuda de la regla [ly], elegimos una constante 
nueva e, es decir, una constante que no aparece ni en E ni en q, y deducimos 
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p(1) de E. Precisamente para poder tener siempre a nuestra disposición cons- 
tantes nuevas ampliamos el lenguaje con infinitas constantes auxiliares. Esta 
regla corresponde a la estrategia de demostración según la cual para mostrar 
que todo objeto tiene cierta propiedad, mostramos que un objeto arbitrario la 
tiene. Como ejemplo de uso de esta regla, deducimos VxQx de (Wx(Px A Qx)) 
mediante la derivación siguiente. 


Ll (Wx(PxXAQ00) Wx(PxAQx) [El] 

2, AWX(PXA Gx) (PeAQc) [Ex], 1 
3. [Wx[PxAQx)) Qe [Ea], 2 
4. [Wx(PxAQx)) VxOx [E], 1 


La derivación siguiente es incorrecta 


l. (WxRxx) WxRxx [El] 
2. |WxRxxj Rec [Ey], 1 
3, (WxRxx)  WxRxc  [Iy], 1 
puesto que la constante c aparece en WxRxe. Obsérvese que YxKxc no es conse- 
cuencia de VxKxx. 
La regla [E] 

Para deducir p() de E, donde £ es un término cerrado, utilizando la regla 
[Ey], basta deducir primero Vxp de E. Por ejemplo, podemos deducir VxQOx de 
E = [WxPx,VaPx + Wx0x) mediante la derivación: 

1. E VxPx=>YWx0x [El 
2. E WxPx [E:1] 
4. E Qc [Ey], 3 


La regla [15] 

Si queremos deducir Jp de E utilizando la regla [5], debemos deducir 
primero q(*) para algún término cerrado £, Así, para deducir 3xPx de (WxPx) 
procedemos como sigue: 

l. JWxPxj VxPx [El] 
2. [WxPx) Pe [Ey], 1 
3. JWxPx) —xPx [ls], 2 
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La regla [13] corresponde a la estrategia habitual según la cual para de- 
mostrar que existe algún objeto con cierta propiedad se muestra que un objeto 
particular la posee. 


La regla (Es) 


Supongamos que queremos deducir € de E. Si de 2 hemos deducido xp, 
podemos aplicar la regla [Es]. Para ello, elegimos una constante nueya €, es 
decir, una constante que no aparece ni en £ men q ni en Q, y deducimos 
a de ZU to() ). Esta regla corresponde a la estrategia de demostración que 
podemos resumir así: si sabemos que hay por lo menos un objeto que tiene 
cierta propiedad, podemos obtener consecuencias de este hecho eligiendo un 
objeto arbitrario que tiene la propiedad en cuestión y razonando con su ayuda. 
Como ejemplo de uso de esta regla deducimos 3xQx del conjunto 2 = [Wx(Px= 
Qx),3xPx) mediante la derivación siguiente. 


du: HPx [E1] 

2. EU[fPc) Pe [E1] 

3. XUIPC) Wx(Px=>0x) [El] 

4. EUfPE (Pe=>00) — [Ed,3 

5. XEU[(Pcj Qc [E], 2, 4 
6. XU([Pe) 310x [[5], 5 

E E 10x [Ex], 1, 6 


En la línea 2 hemos introducido la premisa auxiliar Pe con el propósito 
de obtener, en la línea 6, JxOx a partir de EU (Pc) y aplicar luego la regla 
Ex]. ; 
| Las tres derivaciones siguientes son incorrectas. Cada una de ellas ilus- 
tra la necesidad de una de las restricciones impuestas en la regla [Ex] a la 
constante c. 
IWx(Px = Rxc), IxPx] 1xPx [8,1] 
[Wx(Px—= Rxc), IxPx,Pe) Pc [E1] 
IWx(Px=> Rxc),dxPx,Pc] Wx(Px=>Rxc) [El] 
[Wx(Px + Rxc), dxPx,Pcj  (Pe—= Rec) [Ex], 3 
IWx(Px— Rxc), IxPx,Pej Rec [E +], 2, 4 
[Wx(Px + Rxc), xPx,Pcj  xRxx [15], 5 
[Wx(Px + Rxc), IxPx] Tx kxx [Es], 1, 6 


1 2 AA E 


En esta derivación c aparece en una de las premisas, por lo que la aplica- 
ción de [Ea] en la línea 7 es incorrecta. Obsérvese que JxRxx no es consecuencia 
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de [Va(Px— Rac), JxPx;. 


1. ¿Wx(Px=>Rxx), 3xPx] lx Px [E1] 

2. [Vx(Px=Rxx),xPx,Pej Pe [E1] 

3. [Wx(Px=Rxx),xPx,Pc) Wx(Px=>Rxx) [El] 

4. [Wx(Px=> Rxx),JxPx,Pcj (Pe —+ Rec) [Ex], 3 

5. [Wx(Px=>Rxx),3xPx,Pcj Rec [E.,), 2, 4 
6. (Wx(Px=Rxx),3xPx,Pcj  ]xRxc [l3], 5 

TT. Wx(Px=Rxx) 3xPx) JxRxc [Ea], 1, 6 


En esta derivación c aparece en la conclusión, por lo que la aplicación 
de [E] en la línea 7 es incorrecta. Obsérvese que JxRxc no es consecuencia de 
[Wx(Px => Rxx), JxPxj. 


1. LUx(Rxx= Ox), JxRex] HxPx [El] 

2, (Wx(Rxx—= Qx), ixRex, Rec] Ree [El] 

3. [Wx(Rxx= Qx), xRex,Rec] Wx(Rxx= Ox) [El] 

4. [Wx(Rxx=>0x), 3xRex,Rec) (Rec=>Qc) [Ev], 3 

5. [Vx(Rxx— Qx), xRcx,Recj Qe [E ,], 2, 4 
6. [Wx(Rxx—= Qx),JxRex,Rocj xQx [lx], 3 

7. [Wx(Rxx—= Qx), JxRxc) 1x0x [Ez], 1, 6 


En esta derivación c aparece en JxRex, por lo que la aplicación de [Ex] en 
la, línea 7 es incorrecta. Obsérvese que H10x no es consecuencia de ¿Vxr(Rax — 
Ox), HxPx!. 


Las reglas [R..] y [S=] de la igualdad 


La primera regla de la igualdad, [Ra], requiere muy poco comentario. Per- 
mite derivar cualquier secuente de la forma (£,f=1f), donde £ es un término 
cerrado. De acuerdo con la segunda regla, [S..], si £ y f' son términos cerrados 
y de E hemos deducido la ecuación 1 =P y una sentencia p(;) , podemos de- 
ducir la sentencia p(;). Antes de dar un ejemplo de aplicación de esta regla 
es conveniente observar que una misma sentencia puede obtenerse por sus- 
titución de una variable por un término en fórmulas muy diversas. Ási, la 
fórmula Rec es la sustitución de x por e en Rxx, pero también es la sustitu- 
ción de x por e en Rex o en Rxe, como es la sustitución de y por e en Kyy, en 
Rey o en Rye. Este hecho es importante para darse cuenta de las posibilida- 
des de aplicación de la regla [S..]. Gracias a ella, a partir del mismo conjunto 
les d,Rec) podemos deducir Rdd, Rde y Red. Para deducir Rdd tenemos en 
cuenta que Rec = (Rxx) (*) y Rdd = (Rxx) (5); para deducir Rde utilizamos que 
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Rec = (Rxc) (5) y Rde= (Rxc) (%)- Finalmente, obtenemos Red observando que 
Rec = (Rex) (5 y Red = (Rex) (%). Como vemos, la regla (S,.] es muy versátil. 
Puede reformularse asi: 


Si hemos derivado los secuente (E,1== 4) y (£,), donde 1 y f' son 
términos cerrados y en aparece el término cerrado £, podemos de- 
rivar cualquier secuente (E, 9) que se obtenga a partir del secuente 
(E, q) reemplazando una o más apariciones de f en q por f'. 


Por ejemplo, deducimos Red de E = [WxPx —= e = d,WxPx —+ Rec, WxPxj 
mediante la derivación siguiente: 


l. E ViPr=sc=d [El] 

2. 2 WVxex [1] 

3 E cxd [E], 2 

4d. E VWVxPx=>Recec [El] 

5. E Rec [E-,], 2, 4 
6. E Red [Sa], 3, 5 


ÁLGUNAS DERIVACIONES COMENTADAS 


Presentamos ahora algunas derivaciones comentadas que ilustran algunas 
estrategias de derivación. 


(1) [Pe = (Dc AT) + Pe = (Qc Y Le) 


Ll. [(Pec=(0cATe),Pe) Pe=>(0cATe) [El] 

2. [Pec=(0cATe),Pej Pe [E1] 

3. [Pc=(0cATe),Pej QOcATe [E], 1, 2 
4d. [Pe=(0cATe),Pcj Qe [Ea], 3 

5. [Pec=(BcATc),Pej QeW Le [Ty], 4 

6. [Pe=(0cATc)) Pe=>(Qcev Le) [1,],5 


Lo único que cabe destacar en esta derivación es que previendo el uso de 
la regla [1,] en la línea 6, hemos introducido la premisa auxiliar Pc desde el 
principio. 


(2) — f(aAB)=>15>0,5 >) F-5= y 
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Sea E=((a,4B) > 1,4 +, 0 => B). 


1. FU[(Á? (aAB)=> Y [El] 

2, EU[(Ó) ó6>0 [E,1] 

3. EU[S) 5>P [E1] 

4, EUJ5) 6 [E1] 

5. XU() a [E_,], 2, 4 
6. XU[(5) B [E,),3, 4 
7. EUJS) anB [La], 5, 6 
8. XU[S) y [1d ET 
0 Y 5=>y [1], 8 


Puesto que nuestro objetivo final era deducir el condicional (6 — y) de £ 
hemos introducido desde el principio su antecedente 0 como premisa auxiliar, 
para obtener Y. 


(3)  10=>(BVy),aA=Bpr y 
Sea E= (0 (PBVy),0.A =P) 


Ll. E a>(Bvyp [Ell 

di E ap [B1] 

E Y ol [En], 2 

4 Y Bw y [E.,], 1, 3 
5. ZU(y) Y [El] 

6. ZU(B, y aA-B (E2], 2 

7. EU(B,% 5B [Ea], 6 

8. EU(BY B [51] 

9. XU(B] Y [E], 7, 8 
10. E Y [Eny], 4, 5, 9 


Una vez obtenida BV y en la línea 4, decidimos obtener y aplicando la 
regla [Ey], para lo cual es necesario obtener y con ayuda de fl y con ayuda de 
Y. Lo segundo es inmediato (línea 5); lo primero lo hacemos por reducción al 
absurdo (líneas 6-9). 
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(4)  — Fav-a 


l. (ov=0))  (av-aj [El] 

2. [=(0v-0),0) uu [E1] 

3. (av -a),0a) ave [Iy], 2 

4. ((av-0),0) (av-0) (E2], 1 

5. [-(av-0)) 0% [L], 3, 4 
6. [s(0v>a)) OY 101 Ly], 5 

E 0 0 [E..), 1, 6 


Hay dos aspectos interesantes en este ejemplo. En primer lugar se trata de 
una deducción sin premisas. Por tanto, todas las premisas de la derivación son 
auxiliares y deben eliminarse, puesto que el último secuente de la derivación 
debe ser (0,00). En segundo lugar, se ha utilizado la estrategia de demos- 
tración por reducción al absurdo: hemos comenzado suponiendo la negación 
de lo que deseábamos obtener y esta suposición nos ha llevado a una sentencia 
y a su negación (líneas 1 y 6). 


(5) Wal Px > Ox) HVxPx— VxQx 


LL [vx(Px=> Qx),VxPx) Wx(Px=>0Qx) [El] 

2. [Wx(Px=> Ox), WxPx] WxPx [E1] 

3. [Wx(Px=> Qx),vxPx)  Pc—=Qe [Ey], 1 

4. LWx(Px=Qx),VxPx) Pc [Ey], 2 

5. [Wx(Px= Qx),Vx0xj  Qc [E], 3, 4 
G. [Wx(Px=Q0),WxPx) VxQx [Lv], 5 

TE J WxPx—=YWxGx (1,],6 


(Wx(Px=> 0x)) 


Puesto que se trata de deducir un condicional, introducimos ya desde el 
principio su antecedente YxPx con el fin de obtener su consecuente VxOx. Esto 
último lo conseguimos eliminando el cuantificador universal de Vx(Px + Qx) 
y el de VxPx usando la misma constante c y aplicando (E,] para obtener 
Oc. Puesto que e no aparece en las premisas, la regla [ly] es aplicable y nos 
proporciona VxQOx en la línea 6. 
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(6) — WxyRxy HVxRxx 


[WxyRxy] WxyRxy [El] 

[WxyRxy) VWyRey [Ev], 1 

[WxyRxy) Rec [Ey], 2 

(VayRay) Vai [ly),3 

La estrategia es clara: eliminamos los dos cuantificadores de VYyKxy con 


la misma constante, obteniendo Rec. Como e no aparece en la premisa, la regla 
[Ty] nos permite obtener WxRxx. 


(7) JW Ray FW y Rxy 


(3yVxRxy) JyViRxy [El] 
[Ty WxaRxy, VxRxc) WxRxc [El], e constante nueva 
[Ty WxRxy, VxRxc)  Rde 
[ VaRxy, VaRxc) ÑyRdy [Bl], 3 
[IyYxRxy, VaRxcj WxJyRxy [ly], 4 
(IyVxRxy) VadyRay [Ex], 1, 5 

De acuerdo con la regla [Ea], para deducir Vx3yRxy de JyVxRxy, basta 
que la deduzcamos del conjunto (3yVxRxy, VxRxc]. Esto es precisamente lo que 
hacemos. En la línea 3 eliminamos el cuantificador universal de YxKxc con una 


constante, d, distinta a c, con el fin de poder aplicar más adelante (línea 5) la 
regla [y], que exige que la constante sea nueva. 


pe 2 e 


[Ey], 2, dl constante nueva 


A IA PE 


(8) [WxPxW WxQx) H Wx(Pxv Qu) 


L. (WxPxWVx0Ox) WxPxWWxQx [El] 

2. [WxPxvWWxQx,WxPxj WxPx [E1] 

3. [WxPxVWxQx,VxPxj Pe [Ey], 2 
Ad. IWxPxWwWxQx,WxPxj Pev Qe [y], 3 

5. [wxPxWWxQOx,WxPx) Wx(PxWQx) [ly], 4 

6. [WxPxVWWxQx,vxQx) WxQx [E1] 

7. [WxPxWWxQx,VxQOx) Qe [Ey], 6 
8. [WxPxWWxQx,VxQx) Pev Qc [Ly], 7 

9. AViPxWWxQOx,vx0x) VWx(PxvwQx)  [Iyl, 8 

10. (VxPxVWxQr) Wx(PxXW Ox) [Ev], 1,6, 9 
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Nuestra estrategia global ha consistido en obtener Yx(Pxvy Ox) tanto a 
partir de VxPx como a partir de YxQx, para poder aplicar la regla [En]. Los 
pasos seguidos para ello son claros; basta examinar las líneas 2-5 ya que las 
lineas 6-9 son análogas. 


(9) Wx[PxW Ox) H xPx V xQOx 


(Wx(PxavQOx),Qcj 3:PxW3xQGx [1,],7 
[Wx(Pxv Qx)) 


l. [Wx(Pxv Qx)) Wx(PxWOx) [El 

2. AWx(Pxv 0x)) Pevy Qe [Ex], 1 
3. [Wx(PxvQx),Pe) Pe [E1] 

4. [Wx(PxWQx),Pc] xPx [l3], 3 
5. (Wr(PxWQOx),Pc) =xPxW3xQx [Ly], 4 
6. AWx(PxvVQOx),Qc) Qe [E1] 

YT. AWx(PxWQOx),0cjp 50x [I3], 6 
8, 

9, 


HPxV3x0x [Ev], 2, 5, 8 


En la línea 2 hemos eliminado el cuantificador universal obteniendo la 
sentencia Pc Y Oc. Luego hemos obtenido 3xPx VW 3x0x tanto a partir de Pe 
(linea 5) como a partir de Qc (línea 8), lo cual nos permite aplicar [E]. 


(10) — PferWx(ferx—= Px) 


1 4Pfc) Pro [El] 

2. fPfc, ford) ferd (El), 1 

3. (Pfc,ferzd) Pfe [E2], 1 

4. [Pfe,fcrdy) Pd [Sa], 2, 3 
5. [Pfc) fezd=+Pd  IL]4 
6. [Pfc) Val(fc=x=>Px) [Ly], 5 


De acuerdo con [ly], para deducir la sentencia universal Vx(x + fe + Px) 
a partir de Pfe, basta obtener la sentencia (fe =d —> Pd), donde d es cual- 
quier constante nueva [es decir, distinta de e). Dado que esta sentencia es un 
condicional, por [L,], basta obtener Pd con ayuda de fe =d. Esto es lo que 
hacemos en la línea 4 aplicando la regla [S,,]. 
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(11) EWxdy fx sz y 
LL 0 feefo [Ral 
2. 0 3Iyfery [la], 1 
3. 0 Wiifx=y [Ivl, 2 


En la línea 3 hemos podido utilizar la regla [Ly] puesto que la constante Cc 
no aparece en las premisas, ya que no las hay. En la aplicación de [13] a la línea 
| para obtener la línea 2 hemos tenido en cuenta que (fc == fc) es [fer y)( de): 


(12) VA(Prox=c) HIM. WN(Py + 9%) 


l. (Vx(Px+x=c)) Wri(Pxe x ec) [E1] 
2. [Wxi(Pxox=c)) (Pee es e) [Ey], 1 
3. (WilPxex=c)) ese [Re] 
4. (Wi[Px+e x= c)) Pe [Es], 2, 3 
5. (Wxi(Pxe+xec),Pdj Pd [51] 
6. [(Wx(Pxo x=c)) Pled=c [Ey], 1 
T. dvx(Pxorx=ec),Pd) Pded=ce [E2], 6 
8 AWxlPxerx=c),Pdj d=c [Ejj+), 8, 7 
9. JIWx(Pxex=c)) Pdá=d=c [1,], 8 
10. [Vx[Pxex=c)) Wy(Py = y =c) [Ly], 9 
11. (Vx[Px+x8ec)) PeAiy[Py= y = e) [Ty], 4, 10 


12. (ViProx=c)) HxPxAWy(Py=y=x)) [5], 11 

Lo único que destacamos en esta. derivación es la aplicación de [ly] pa- 
ra pasar de la línea 9 a la 10. Podemos hacerlo, ya que (Pd —+d = c) es la 
sustitución de y por d en (Py +y+*"c) y d no aparece en la premisa ni en 


(Py > y = c). 


3. Reglas derivadas 


Cuando utilizamos el cálculo deductivo, a menudo repetimos ciertos pasos 
una y otra vez. Para evitar estas repeticiones y simplificar la tarea introduci- 
mos reglas derivadas. Son reglas que tienen la misma forma y se usan del 
mismo modo que las reglas primitivas del cálculo, es decir, las reglas ori- 
ginales, pero han sido previamente justificadas a partir de éstas. Las reglas 
derivadas son reglas correctas; si los secuentes a los que se aplican son co- 
rrectos el secuente que se obtiene también lo es. Además, las reglas derivadas 
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son, en sentido estricto, innecesarias, ya que no nos permiten derivar ningún 
secuente que no podamos derivar con sólo las reglas primitivas. 

Una justificación de una regla derivada es como una derivación en 
el cálculo con la única diferencia de que sus primeras líneas son los secuentes 
superiores de la regla. Por ejemplo, para justificar que 


- OL 
E —01 
3: 


es una regla derivada construimos una sucesión de secuentes cuyas dos prime- 
ras líneas son (2,0) y (£, 70), cuya última línea es (E,B) y tal que toda línea, 
a excepción de las dos primeras, se obtiene de líneas anteriores aplicando las 
reglas del cálculo. En este apartado, a estas sucesiones de secuentes también 
las llamaremos derivaciones, a pesar de que las líneas que contienen los se- 
cuentes de partida no se obtienen por aplicación de las reglas del cálculo. La 
justificación de una regla derivada muestra que todo secuente obtenido con su 
ayuda puede obtenerse también sin ella; para ello basta. reemplazar cada uso 
de la regla por su justificación convenientemente adaptada a la situación. Por 
esta razón podemos usar las reglas derivadas. 


REGLAS DERIVADAS PARA LAS CONECTIVAS 


CONTRADICCIÓN 
E qt 
01 
[CD] 
B 
DOBLE NEGACIÓN 
DN... A 
Mobus TToLLENS 
z ap 
E 6 
mn... 
E CL 
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ELIMIMACIÓN DE UN DILEMA 


z  avp zz  avB 
sa £ >" £ 
E z  B E: 


A continuación justificaremos las reglas [CD], [MT], una de las reglas 
[DN] y una de las reglas [ED]. La justificación de las restantes se deja como 
ejercicio. | 


[CD] 
1. E G.  Suposición 
2 E 0  Suposición 
3 ZU(-B) a [E2], 1 
4, ZU(-B) -u [E2], 2 
5. E y [E 13,4 
[DN] 
L E =-4£  Suposición 
2. EU(-0) -u [El] 
3. ZU(o) =>. [El], 1 
4. Y a [E,2,3 
[MT] 
L 3 a>(f  Suposición 
2 E =p Suposición 
3 Ufa) [E1] 
4, EU[(a) a->B [E2], 1 
5. EU[a) B [E.,], 3, 4 
E 3 0  [LJ,5,6 








l 
| 
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[ED] 
lx avB  Suposición 
E: y 0  Suposición 
3. Ufa) a [El 
4. ZU[(a) >  [E2], 2 
5. EUlo) B [CD], 3, 4 
6. EU(B) PB [El 
E E p [Ey],1, 5, 6 


REGLAS DERIVADAS PARA CUANTIFICADORES 


CAMBIO DE VARIABLE 


E Wxol z ra. 
[Cv] —— — | , 31 y no aparece en Ol 
Ez  Vvya(; z  3ya() 


EQUIVALENCIA DE CUANTIFICADORES 


X Vx E 
¡CU Wror | E Yxcol 
— JH E 3x0 
E JO E, 310 
e. A E 
E — YX X YxA-0L 


Justificamos ahora cada una de estas reglas. 


[CV] 
1. 3 Wacol Suposición 
2 E af) [Ev], 1, c constante nueva 
3. E Wai) [ly, 2, pues c no aparece en EU (a(y)) 


y 0.(;) es igual a (3) (?) 
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[CE] 


a 
a 


pa O A e A A e 


SN Py ppp 


E Ad bl 
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A 
zu (a(;)) 
zu (a(:)) 
E 


y 
zu (a(”)) 

zu (a(;), Via) 
EL [0.(*), Vx-01) 
EU (0(;),Vx0.) 
zu (a(;)) 

y 


E 
zufa(1)) 
zu (a(*)) 
zu (al) 
E 
Z 


Do e e na 


E 
2U (3x0) 


ZU a al) al) 


Jx0t Suposición 

a) [E1], e constante nueva 
yo (5) [lal, 2, pues ax(¿) es ar(7) (2) 
3yac(;) [Eai, 1,3 


310 Suposición 
or(*) [E1], e constante nueva 
Yaiza [El] 


=0() [Ev], 3 
a) [E2],2 


Via [L], 2,4 
— WA [Ez], 1,6 


10 Suposición 


af) [El], e constante nueva 


3101 [13], 2 
310 [E2], 1 


02 (*) [L], 3, 4 
Vx0t [Tv], 5 


rol Suposición 
Ja [El] 


[El], e constante nueva 


EU (3x0, 07)  Vra  [E2],1 
ZU (Jx0,, al (9) or?) [Ey], 4 


EU [1x=0x, =0.(1)) 1-01 [1], $ 5 
pi ra; 1x0 [Es], 2, 6 
A sima [E,), 2, 7 
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da Vx. Suposición 

2. ZU(i0,0(5)) 0 (0) [El], e constante nueva 

3 ZUfbica-a()) Ha [Bj,2 

4, ZU(-20,-a(7)) -H-0 [El] 

5. ZU(-2-a) r(*) [E], 3, 4 

6. EU (-Ar0) va [1-W),5 | 
7. ZU[(-23h-0) va [E2], 1 t 
8. E ha [E], 6,7 | 


REGLAS DERIVADAS PARA LA IGUALDAD 


Las propiedades características de la igualdad son la reflexividad, la si- | | 
metría, la transitividad y la sustitución de iguales por iguales. La regla (R.,| 

corresponde a la reflexividad y la regla [S,] a la sustitución de iguales por igua- 

les. Las siguientes reglas derivadas muestran que la simetría y la transitividad 

se obtienen a partir de las reglas primitivas. 


SIMETRÍA 
Ez q y LE 
[SI] ————————, donde t, y 1, son términos cerrados 
E la 1 
TRANSITIVIDAD 
Z E 
£ fal 


[TR] ——————, donde f¡, to y t3 son términos cerrados 
Z les É 


Justificaremos la simetría y dejaremos la justificación de la transitividad 
como ejercicio. 


le 2 ti == fi Suposición 

dd titi [Ra] | 

di £ tizto [Se], 2, 1, pues (1, =1) = (1=4)(). ys 
0 


4. Algunos principios sobre deducibilidad 5 


La siguiente proposición pone de manifiesto la. conexión que existe entre 
las reglas derivadas y la relación de deducibilidad. 
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PROPOSICIÓN 16.1. Para cualesquiera sentencias U y [, 
(D) G6EFB si y sólo si para cada conjunto finito L de sentencias, 
2 aL 
zE B 


es una regla primitiva o derivada. 
(2D La, yppHB si y sólo si para cada conjunto finito E de sentencias, 


zg 4 
2 Y 
Zz Bb 


es una regla primitiva o derivada. 


DEMOSTRACIÓN. —Justificamos (2), ya que la demostración de (1) es análoga. 
Supongamos en primer lugar que (02, y) FP. Si la regla en cuestión es primitiva, 
no hay nada que justificar. Si no lo es, consideremos una derivación D del se- 
cuente (La, y), B). Construyamos ahora la derivación cuyas dos primeras líneas 
son (E, 0) y (E, y), cuyas líneas siguientes (3,... 1) son las de la derivación D, 
y que sigue como se indica a continuación: 


1. Ez aL 
A E Y 


n  10,Y) B 


n+1. Zufa,y) B (E2], n 

n+2. ZU(a) r=B (1,], 1+1 
n+3. Y a+(y1>B) (L,], 1+2 
n+4 E 1> p [E], 1,n+3 
n+5. E B [Ey], 2, n+4. 


Esta derivación es una justificación de la regla 


Z G 
z Y 
zg B 
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Supongamos ahora que esta regla es una regla primitiva o derivada y, por 
tanto, podemos usarla en las derivaciones. La derivación 


LL (0%  « [B1) 
2. (a y [El 
3. 10,7) B por la regla 


muestra que el secuente (fa, y), (5) es derivable. O 


PROPOSICIÓN 16.2. Sean «t, B y y sentencias cualesquiera y supongamos que 
para todo conjunto finito E de sentencias 


E ol 
z Pp 
zz Y 


es una regla, primitiva o derivada. En tal caso, para cualquier conjunto de 
sentencias T, siT a y THB entonces DF y. ¡ 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que X es una regla primitiva o derivada de 
la forma indicada en la proposición y que TF a: y PFP. Sean Ey ET y 22 ET 
conjuntos finitos de sentencias tales que E, Fo y Es F $. Así, los secuentes 
(E,,0) y (£2,B) son derivables. Construyamos una derivación cuyas primeras 
líneas son las de una derivación de (£,,0), cuyas líneas siguientes son las de 
una derivación de (Ea, B) y que sigue con los secuentes (X,UZ2, 00) y (E, UEz, B), 
lo que es posible gracias a la regla (E2]. Ahora la regla X permite continuar 
la derivación añadiendo el secuente (E; UE», y). Por tanto, PF y. O 


A continuación presentamos algunos principios fundamentales sobre la 


relación de deducibilidad. El primero corresponde a las reglas estructurales. 


ProPOSICIÓN 16.3. Para cualesquiera conjuntos de sentencias TP y Á y cual- 
quier fórmula 0, 


(1) s0€l, entonces I'F a, 
(2) sio, entonces TUAF O. 


DEMOSTRACIÓN. (1) Puesto que gracias a la regla [El] el secuente (o), 0) 
es derivable, si 4 € TT, Pra.(2) Si T Fa, ses EC T un conjunto finito tal 
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DEMOSTRACIÓN. La demostración se hace por inducción para los números Ñ 
naturales. 81 n= 0, se trata de la proposición anterior, pues en este caso tene- 

mos una sola fórmula. Supongamos que lo que queremos demostrar vale para 

n y demostremos que vale para n+ 1. Supongamos pues que (Bp,....,B, mM ey 

y que para cada ¡ <n+1, TF P; Entonces, por el teorema de deducción, 

[Bo,...¿BrPE (Br 1). Por la hipótesis inductiva, el resultado vale para con- 

juntos de n sentencias. Por tanto, TF (B,+1 > y). Finalmente, por la proposi- 

cion 16.4, puesto que PF B,.+1, obtenemos que Pe y. 


que el secuente (E, a) es derivable, Puesto que Z E PUA, tenemos que también 
PUAF qu, U 


Los dos principios siguientes están estrechamente ligados a las reglas de 
eliminación del condicional y de introducción del condicional. El primero es 
un caso particular de la proposición 16.2. 


PROPOSICIÓN 16.4. Sean Ul y B sentencias y ' un conjunto de sentencias; | 


siTr(a=PB) y Tha, entonces PF B, PROPOSICIÓN 16,8. Si EF y y para cada Be E, PFP, entonces Pe y, 


DEMOSTRACIÓN, —Se sigue de la proposición 16.2 y la regla [E.,]. L] | DEMOSTRACIÓN. Supongamos que E py y para cada P € E, PFP. Sea, pues, 
E' un subconjunto finito de E tal que E' F y. Puesto que para cada Be, TF 5 
| : por la proposición anterior tenemos que P|- y. 
TEOREMA 16.5. (DE DEDUCCIÓN) — Sean O y H sentencias y T' un conjunto 
de sentencias; 
i | 5. Ejercicios Ú 
siTU[a) FB, entonces Tra => Pp. 
1. Justifique cada una de las siguientes afirmaciones mediante una derivación. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que TU(aj | f. Esto significa que hay un (1) Pe=+0Qc- Pes (Te 00), | 
conjunto finito E C TU(a) talque el secuente (2, P) es derivable, Consideremos (2) Pe+(0c TOP (PCAQo) >T . 
el conjunto A= E — (a). Entonces el secuente (AU(0), B) también es derivable | a a A A 
(puesto que, si 0 € E, AU(a) = 2; y si 0. 2 E, el secuente se obtiene por la regla | . [(Po—= Qe), (Pe =-=Qc)j E (Pe =+T€), 


E2| extendiendo cualquier derivación de | rolonguemos una derivación | Pe=[(QOc > Tc FO) > (PeosTe), 

diendo cual d ión de (2, $)). P | d 1ó ( ) | 
de (AU(a), PB) añadiendo el secuente (A, (0, + B)) gracias a la regla [L,]. De este | e (Po=+=0c) AQeb Pe, MI 
modo obtenemos una derivación de (A, (06 > f)). Puesto que A E P, concluimos | (6) (Pc=>=Pe)H=Pe 


que PF (a + B). 


Los tres principios siguientes muestran que la deducibilidad es transitiva | | 2. Justifique cada una de las siguientes afirmaciones mediante una derivación. 


tl (1) [vx(Px= Ox), VxPx) FWyQy, 
PROPOSICIÓN 16.6. — Sean al y B dos sentencias y sea T' un conjunto de sen- ' (1) ViPxrWyPy, 
tencias; (YD PxF3yPy, 
(4) Wi(Pe= Qx) F Pe =WxQx, 


sia yary, entonces Te y. (5) FwWWxRxy + yRyy 


| (6) AxPeAQx) E PCA3xQx, 
DEMOSTRACIÓN. —Supongamos que D'F (£ y que AF y. Entonces, por el teo- | 
rema de deducción + a > y. Por tanto, por la proposición 16.3, PF a. =>. | 3. Justifique cada una de las siguientes afirmaciones mediante una derivación. $ 
Finalmente, por la proposición 16.4, obtenemos que PF y. E 4 
(1) PeAdrOxr e A(PCA Qu, se 
(2D) AxPxAQx) + =xPxA x0x, di 


PROPOSICIÓN 16.7. Para cada n, para coda sentencia Y y cualesquiera sen- : | | 
tencias PB; con i<n, sí para cada ¿¡<n, UFB, y [Bo.... Br) H y, entonces | (D. PerWYxlxre=c=>Px), 
Tr : (4) Vixesc— Px) + Pe, 
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(1) Peraxx=cAPX), 
(6) Tex cAPY)F Pe. 


Justifique que las siguientes reglas son derivadas. 


Ñ z 0 
Do 5 — ASF 


(o E 0% 

(2) E af 
ZU(o; B 

(3) UB) =( 


EUiaj B 
(4) po - B 


Justifique la regla derivada [TR] para la igualdad. 


Justifique cada una de las siguientes afirmaciones mediante una derivación. 


(1) (0 > 0) E 0, 

(2) (a B)F (0.A=B), 

(DY (ap) oyra=(B=v, 
(4) a>(B>YF (a B) > 


Justifique cada una de las siguientes afirmaciones mediante una derivación, 


(1) (a=>$H(-0avB), 
(2 EavpBjr (ap), 
(Y (aAB)- (0 vB), 
(4) (fav-B)H (04 B), 
($) (an =B) + =(0v PB). 


Justifique cada una de las siguientes afirmaciones mediante una derivación. 


(1). Fax(Px—WxPo), 

(2) WxPxwWxQxeWx(Pxv Qx), 

(3) WaiPx= Qu) F (VxPx => WxQu), 
(4) Wx(PxV Qu) + xPxv 3xQx, 


(5) Vx[Px= Ox) + xPx + =xQr. 
Muestre mediante una derivación que 


[JxaRxx, Va ((Rxy AR yy) + 1305 y)) H 1Wy[Ryy = a 83 y). 








10. 


11. 


12, 
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Muestre mediante una derivación que 


[Wi3yRxy, Vay(Rxy + W¿Rzy)] E 3yVxRxy. 


Sea g un simbolo funcional binario, Muestre que 
PWIydz gay FS 2. 
Considere las sentencias siguientes 
061 = VXY EXgYZ ES EEXFZ, 
06 =Yagxahx == 0, 
O =WYxgxÚ sx, 
0ly = VIy EXY E EYX, 
en las que g es un símbolo funcional binario, h es un símbolo funcional unario y 0 
es una constante individual. Para entender mejor estas sentencias puede suponer 
que están interpretadas en la estructura 4 en la que el universo es el conjunto 
Z de los números enteros, la interpretación de g es la función suma, es decir, 


para cada n,m € 2,g%(n,m) = 14m, y la interpretación de h es tal que para cada 
hn EZ, hm) =—n y 0% =0. Muestre que 


() (01,02,03,04) - Vryzgxz e y, 
(2) (01,,02,04,04) FVxy(gxya20—= y as hx). 





CAPÍTULO 17 
TEORÍAS Y MODELOS 


1. Introducción y preliminares 


El cálculo deductivo introducido en el capítulo anterior nos permite ob- 
tener consecuencias de conjuntos de sentencias. La razón es que las reglas de 
inferencia del cálculo, con cuya ayuda construimos las derivaciones, transfor- 
man secuentes correctos en secuentes correctos. Vemos que las reglas tienen 
esta propiedad porque cada una de ellas se ocupa de la introducción o de la 
eliminación de un símbolo lógico y sabemos cómo cada uno de los símbolos 
lógicos influye en el valor de verdad de una sentencia obtenida a partir de 
otras: el modo preciso de cómo influye lo describen las distintas cláusulas de 
la definición de verdad de una sentencia en una estructura. 

Esta propiedad del cálculo deductivo, su corrección, nos garantiza que 
toda sentencia deducible de un conjunto de sentencias es consecuencia lógica 
del conjunto. Pero el cálculo que hemos presentado no es sólo correcto, sino 
también completo, en cuanto toda consecuencia de un conjunto de sentencias 
es deducible del conjunto, Esto significa que las reglas que hemos introduci- 
do son suficientes para obtener todas las consecuencias lógicas de cualquier 
conjunto de sentencias. La demostración de la completud del cálculo, un re- 
sultado mucho más profundo que su corrección, ocupará la primera parte de 
este capítulo. 

De la demostración del teorema de completud obtendremos como subpro- 
ductos otros dos teoremas importantes, el de compacidad y el de Lówenheim- 
Skolem. Tras dar algunas aplicaciones de estos teoremas, pasaremos a ocupar- 
nos de teorías formalizadadas en lenguajes de primer orden, haciendo hincapié 
en su modo de obtención y en la posibilidad de que admitan o no un conjunto 
finito de axiomas. Concluiremos discutiendo la ampliación del lenguaje de una 
teoría mediante la introducción de símbolos definidos. 

La primera demostración de la completud de un cálculo deductivo para 
la lógica de primer orden la obtuvo Kurt Gódel en 1929. Veinte años más 
tarde, Leon Henkin publicó una nueva demostración, en la que introdujo un 
procedimiento muy fructífero para obtener modelos de teorias consistentes. La 
demostración que nosotros ofrecemos es esencialmente la de Honkin. 
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En varias ocasiones a lo largo de este capítulo nos veremos en la necesidad 
de considerar distintos lenguajes, más concretamente, de ampliar un lenguaje 
añadiéndole símbolos propios. Este proceder no es nuevo para nosotros, pues 
ya ampliamos el lenguaje de partida con un número infinito de constantes au- 
xiliares cuando introdujimos el cálculo deductivo. Ahora bien, las definiciones 
que hemos dado de los conceptos lógicos fundamentales, como la validez lógica 
a la relación de consecuencia, están formuladas para lenguajes determinados, 
por lo que es preciso justificar que se mantienen invariantes con respecto a los 
cambios de lenguaje. | 

Supongamos que 0. es una sentencia de un lenguaje de primer orden L,. 
De acuerdo con la definición de validez lógica, Ol es lógicamente válida si y sólo 
si es verdadera en todas las estructuras para £;. 51 ahora £; es un lenguaje 
cuyos símbolos propios son los de L, y otros más, 0 es también una sentencia de 
La. Como sentencia de Lz, Ue será lógicamente válida si y sólo si es verdadera 
en todas las estructuras para Ly. Puesto que las estructuras para £; y las 
estructuras para La no son las mismas, la definición de verdad lógica parece 
depender de qué lenguaje consideremos. Lo mismo ocurre con la relación de 
consecuencia. Ahora bien, con ayuda del lema de coincidencia podemos ver 
que esta dependencia del lenguaje es sólo aparente. 

Supongamos que £¡ y La son lenguajes de primer orden tales que todo 
simbolo propio de L; es también un símbolo propio de £z.51 4 es una es- 
tructura para Ls, la restricción de 4 al lenguaje £; es, por definición, la 
estructura A, para L¡ con el mismo universo que Az y tal que, para cada 
simbolo propio s de L¡, s% = 5%. Si A, es la restricción de 4 a L;¡, decimos 
que 4 es una expansión de A, a La. 


PROPOSICIÓN 17.1. Supongamos que L¡ y La son lenguajes de primer orden 
tales que todo símbolo propio de L¡ es también un símbolo propio de Ly. Sea Az 
una estructura para La y sea A, la restricción de A a L¡. En esta situación, 
para todo término cerrado t y toda sentencia O de Ly, 


¡=¡% y ARFO di AL 0. 


La demostración de esta proposición es esencialmente la misma que la del 
lema de coincidencia. 


Lema 17.2. SiLi y La son lenguajes de primer orden tales que todo símbolo 
propio de L, es también un símbolo propio de La, entonces toda estructura A 
para L|, posee una expansión al lenguaje La. 


DEMOSTRACIÓN, Si A, es una estructura para £,, definimos la estructura 
2% para La como sigue. El universo de A es el mismo que el de Ay, si $ es 
un símbolo propio de Li, s% =s%; si, finalmente, s es un símbolo propio de 
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La pero no de £;, consideramos tres casos, según s sea un símbolo relacional, 
un simbolo funcional o una constante individual. Si s es un simbolo relacional 
n-ario, interpretamos s como la relación n-aria vacía, es decir, s* =0 (en 
particular, puesto que un simbolo de predicado no es más que un símbolo 
relacional unario, interpretamos los simbolos de predicado de Lz que no están 
en L¡ como el conjunto vacío); si s es un símbolo funcional r-ario, elegimos un 
objeto cualquiera a del universo de 4 e interpretamos s como la operación 
n-aria constante a, es decir, para todo n-tuplo (x,,...x,) de elementos de Az, 
s*(x1,... 42) =4; si s es una contante individual, elegimos también a € As e 
interpretamos s como a, es decir, s% =a. Es claro que 4, es una expansión de 
A, al lenguaje La. Oo 


Podemos mostrar ya con todo detalle que si todo simbolo propio de L; es 
un símbolo propio de Ls, una sentencia es verdadera en toda estructura para Ly 
si y sólo si es verdadera en toda estructura para Lo. Supongamos que Ol es una 
sentencia de £¡ verdadera en toda estructura para L¡ y sea 4% una estructura 
para Ls. Sea A] la restricción de Az a £L¡. Puesto que A, es una estructura 
para £¡, QL es verdadera en 4; pero entonces, por la proposición 17,1, O es 
verdadera en 4%. Supongamos ahora, inversamente, que 01 es verdadera en toda 
estructura para Ls y sea A, una estructura para £;. Por el lema 17.2, 4, posee 
una expansión, Ab, al lenguaje Ls. Puesto que 4 es una estructura para Ls, Ql 
= verdadera en Az; pero entonces, por la proposición 17.1, O. es verdadera en 

lo 

Hemos justificado que la validez lógica de una sentencia no depende del 
lenguaje considerado. Lo mismo vale, y con el mismo razonamiento, para la 
relación de consecuencia; es decir, si L;¡ y La son como antes, £ es un conjunto 
de sentencias de L, y Q es una sentencia de L¡, (£ es verdadera en todas las 
estructuras para £¡ que son modelos de E si y sólo si es verdadera en todos 
los modelos de E que son estructuras para Lo. Por consiguiente, cuando nos 
preguntemos si una sentencia es lógicamente válida o si es consecuencia de un 
cierto conjunto de sentencias, no hará falta que especifiquemos qué lenguaje 
concreto consideramos: cualquier lenguaje que contenga los símbolos propios 
que aparecen en las sentencias en cuestión dará los mismos resultados. 


2. El teorema de corrección 


Para evitar repeticiones innecesarias fijamos un lenguaje de primer orden 
L numerable, es decir, con un conjunto numerable de simbolos. Salvo indi- 
cación expresa de lo contrario, supondremos que todas las fórmulas y todos 
los términos considerados son fórmulas y términos de £. Recordemos que un 
secuente (£, 0) es correcto si y sólo si LE 0. 


PROPOSICIÓN 17.3. Si cada uno de los secuentes a que se aplica una regla 
del cálculo es correcto, el secuente obtenido también lo es. 
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DEMOSTRACIÓN. Basta analizar cada una de las reglas, Véanse, en particu- 
lar, las proposiciones 11,1, 15.1 y 15.2. O 


Dos de las reglas de obtención de secuentes, [El] y [R..], carecen de se- 
cuentes superiores, es decir, no se aplican a ningún secuente. Digamos que 
un secuente básico es un secuente de la forma (2,0), donde (1 € E, o de la 
forma (2,1 ==1), donde + es un término cerrado. Ási, un secuente básico es el 
secuente inferior de una regla sin secuentes superiores. Parte del contenido de 
la proposición anterior es que todo secuente básico es correcto. 


PROPOSICIÓN 17,4. Todo secuente derivable es correcto, 


DEMOSTRACIÓN, Sea Sun secuente derivable. Esto significa que $ es el último 
secuente de una derivación, es decir, de una sucesión finita de secuentes cada 
uno de los cuales es o bien un secuente básico o bien se obtiene de uno o más 
secuentes anteriores mediante la aplicación de una regla del cálculo. Fijemos, 
pues, una derivación 

Faja. q 


donde $5, es $. Mostraremos por inducción que todos los secuentes que apare- 
cen en la derivación son correctos (por lo que también lo será 5). El primer 
secuente, $, debe ser un secuente básico y es, por tanto, correcto. Sea ahora 
1<k<n y supongamos que todos los secuentes ($;,... ,5-¡) que aparecen an- 
tes de $¿ son correctos. Debemos concluir que 5, también lo es. Si 5, es básico, 
es ciertamentre correcto. 51 no es básico, $, se obtiene mediante una regla a 
partir de uno o más secuentes anteriores, que, por hipótesis inductiva, son 
correctos. Asi, por la proposición anterior, 5 es también correcto. O 


TEOREMA 17.5. (DE CORRECCIÓN, PRIMERA FORMA) Toda sentencia de- 
ducible de un conjunto de sentencias es consecuencia lógica de este conjunto. 
En otras palabras, sí £ es un conjunto de sentencias y Ql es una sentencia, 


si E PO, entonces Lo. 
DEMOSTRACIÓN, Supongamos que £F Qt. Así, hay TC E tal que el secuente 


(P,0) es derivable y, por tanto, correcto, de modo que P + u. Pero entonces 
Elba, ya que PC E, O 


COROLARIO 17.6. — Toda sentencia deducible sin premisas es lógicamente válida. 


Es decir, para toda sentencia 0, 


si Fa, entonces = 0. 
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DEMOSTRACIÓN. Es un caso particular de la proposición anterior. O 


Decimos que un conjunto £ de sentencias es inconsistente si hay una 
sentencia 0 tal que La y Eb 6 y decimos que es consistente si no es 
inconsistente. Es claro que si un conjunto E de sentencias posee un subconjunto 
inconsistente, 2 es también inconsistente, pues toda sentencia deducible de un 
subconjunto de E es deducible de E, 


TEOREMA 17,7. (DE CORRECCIÓN, SEGUNDA FORMA) — Todo conjunto satis- 
facible de sentencias es consistente. | 


DEMOSTRACIÓN. Sea E un conjunto satisfacible de sentencias, Si E fuera 
inconsistente, habría una sentencia 0 tal que tanto ella como su negación 
serian deducibles de E, Por la primera forma del teorema de corrección, tanto 
O. como su negación serían consecuencia de E, Pero esto sólo es posible si E es 
insatisfacible. Así, E debe ser consistente. 


LEMA 17,8. 5 E es inconsistente, hay un subconjunto finito de E que es ya 
inconsistente. 


DEMOSTRACIÓN. —Supongamos que E es inconsistente. Hay, pues, una senten- 
cia, Ql, tal que tanto ella como su negación son deducibles de E. Por definición 
de deducibilidad, hay subconjuntos finitos, Py y Pa, de E tales que los secuentes 
(P¡,0) y (17,50) son derivables. Sea P =T'¡UT. F es un subconjunto finito 
de E y, por la regla [E2], los secuentes (T,0) y (T,-0) son derivables, de modo 


que Pf a y PF <a, Pes, pues, un subconjunto finito e inconsistente de E. O 
LEMA 17.9. E es inconsistente sii toda sentencia es deducible de Y. 


DEMOSTRACIÓN. — Es elaro que si toda sentencia es deducible de E y (: es una 
sentencia cualquiera, entonces Eu y E) a, por lo que E es inconsistente. 
Justifiquemos ahora el condicional inverso. Supongamos que E es incon- 
sistente. Hemos de mostrar que si f es una sentencia cualquiera, EF f. Si 
razonamos como en el lema anterior, vemos que existe PC E, finito, tal que los 
secuentes (D,0) y (T,>0) son derivables. Pero entonces, por la regla derivada 
[CD], el secuente (1,8) es derivable. Así, puesto que TC E, E B. | 


LEMA 17.10, 
(1) ¿uo su ZU(=a) es inconsistente. 
(3) E -=0 sii 2U (0) es inconsistente. 
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DEMOSTRACIÓN. —Justificamos sólo (1), dejando (2) como ejercicio, Si E (£, 
entonces EUJ[=0) Fa. Por otro lado es claro que 44 (50) P=0. Así, si Eb a, 
EU (-0) es inconsistente. | 
Inversamente, si EU/=a) es inconsistente, entonces (por el lema 17.9) 
toda sentencia es deducible de EU (+4), en particular, O y >a lo son, de 
modo que, por la regla [E..] y la proposición 16.2, 2h 0. O 


CoroLARIO 17.11. Si E es consistente y O. es una sentencia cualquiera, 
entonces ZU(a) o EU[=0) es consistente. 


DEMOSTRACIÓN. Se obtiene fácilmente con ayuda del lema anterior. 0 


3. Conjuntos consistentes maximales 


Un conjunto de sentencias E es consistente maximal sli (1) £ es con- 
sistente y (2) para toda sentencia al, si 00 £ E, £U¿0) es inconsistente. 


LEMA 17.12. SE es consistente marimal y EF a, entonces 0 € 2, 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que Y es consistente maximal y Za. Si 0 É 
Y, entonces EU (fa) es inconsistente, pues E es consistente maximal. Por el 
lema 17,10, EF 4. Pero esto es imposible, ya que E es consistente y Zhao. 1 


LEMA 17.13. Si E es consistente, E es consistente marimal sti para toda 
sentencia O, EL 00€ 2. 


DEMOSTRACIÓN. Sea E consistente maximal y sea O una sentencia cualquie- 
ra. Por el corolario 17.11, uno de los conjuntos EU (a) y ZU(-0] es consis- 
tente. Pero entonces, por la definición de consistencia maximal, en el primer 
caso 01 € E y en el segundo 0% E 2. 

Supongamos ahora que E es consistente y que toda sentencia o su nega- 
ción pertenece a E. Debemos mostrar que E cumple la segunda cláusula de la 
definición de consistencia maximal. Sea, pues, Q una sentencia tal que QU É 2. 
Por nuestra suposición, 701 € E y, así, EF 0, Pero entonces, por (2) del lema 
17.10, 2U4(0) es inconsistente. O 


TEOREMA 17.14. Si X es un conjunto consistente mazimal, entonces para 
todo par de sentencias « y P, 
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(1) 05254042, 

(2) (ape sioacryBezx, 

(3d) (avPeRsioaeXxoBezl, 

(4) (a>PBeRsioadEIoBel, 

(SS (ae Persiaciypelz,o 0 yBEl. 


DEMOSTRACIÓN. La cláusula (1) se obtiene del lema 17.13 y de la consisten- 
cia de £. En cuanto a (2), por el lema 17.12 basta mostrar que para cada par 
de sentencias O, y B, 


EFP(aAB) sii Lay EF BP, 


lo cual se justifica fácilmente con ayuda de las reglas [I,] y [Er]. Pasernos a 
la justificación de (3). Si 0€ Lo fe E entonces, por reglas [El] y [Ly] y la 
proposición 16.2, 2 + (a VB), de modo que, por el lema 17.12, (a vB) € E. 
Inversamente, supongamos que (0 Y B) € E. Debemos ver que 4 € E o BEE. 
Ahora bien, si 0: É E, entonces, por (1) de este teorema, =0 € E, de modo 
que 2 FE 0, Por otra parte, EF (av B) (puesto que (0: V B) € E). Así, por la 
regla derivada [ED] y la proposición 16.2, EF B. Por el lema 17,12 nuevamente, 
P € E. Dejamos la justificación de las cláusulas (4) y (5) como ejercicio. O] 


TEOREMA 17.15, Todo conjunto consistente de sentencias es extensible a 
un conjunto consistente marimal. Con mayor precisión, para todo conjunto 
consistente L de sentencias de un lenguaje numerable de primer orden hay 
E ene consistente marimal E* de sentencias del mismo lenguaje tal que 


DEMOSTRACIÓN. Sea E un conjunto consistente de sentencias (de un lengua- 
je numerable £). Puesto que el conjunto de símbolos es numerable, también lo 
es, por la proposición 5.30, e. conjunto de todas las sentencias, Fijemos una 
enumeración Qg,0,...,0,... ac todas las sentencias de L (es decir, fijemos 
una función g de N sobre el conzuato de todas las sentencias y sea 01, = g(1)). 
Describiremos cómo obtener una sucesion infinita Ep, E;,... ¿En ,... de conjun- 
los consistentes. 


(a) Eo =2. Por suposición, Ey es consistente, 
(b) Sin>0 y ya hemos obtenido el conjunto consistente E, Considera- 
mos la sentencia 0, y definimos 
E o Udo.) si E, Udo.) es consistente, 
mil A Pa 
2, U 470) si E, Uta, ) no es consistente. 


Por el corolario 17.11, uno de los conjuntos E, U (a, o E, U [=0%,) 
es consistente, por lo que E,,,, es consistente. 
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Así concluye la definición de la sucesión que, como vemos sin dificultad, 
cumple las cuatro condiciones siguientes: 


(1) cada E, es consistente, 

(2) Xo=2, 

(3) para cada n, E, CXp+1, 

(4) para cada n, 0, € Eyy1 0 70 E 2p41> 


Definimos finalmente 
E = LEE, ¿n€ MH 


en palabras, E* es el conjunto de todas las sentencias que pertenecen a algún 
conjunto 2. 

Verifiquemos que E* es el conjunto buscado. En primer lugar, 2 € E”, 
por (2). Además, E es consistente, ya que si no lo fuera, entonces, por el 
lema 17.8, existiría un conjunto T finito e inconsistente tal que T' € E”. Por 
ser T' finito, debería, por (3), existir n € N tal que P € %,,, de modo que 2, 
sería inconsistente, en contradicción con (1). Nos queda por verificar que E* 
es consistente maximal. Ahora bien, por (4) y por ser Op,0¡,...,0y,... Una 
enumeración de todas las sentencias de L, para toda sentencia Ol de L, 1 e E” 
o 70€ E*, Así, por el lema 17.13, E* es consistente maximal, O 


4, Teorías de Henkin y modelos canónicos 


Una teoría en un lenguaje de primer orden £L es un conjunto ' de sen- 
tencias de £L tal que toda sentencia de £ deducible de T también pertenece a 
T; es decir, para toda sentencia 0% de £, 


si T Fo, entonces 01€ T. 


Una teoría es completa sii para toda sentencia Ol de L, 0€T 0 -0.€ T, 


OBSERVACIONES 


1. Si T es una teoría en un lenguaje £ y 0 es una sentencia de L deducible 
sin premisas (es decir, F 0t), entonces 01 € T, 

2. Según el lema 17.9, toda sentencia es deducible de cualquier conjunto 
inconsistente de sentencias. En consecuencia, hay exactamente una 
teoría inconsistente en lenguaje £L, a saber, el conjunto de todas las 
sentencias de £L, 

3. Todo conjunto consistente maximal de sentencias de un lenguaje de 
primer orden es una teoría completa. Inversamente, toda teoría con- 
sistente y completa es un conjunto consistente maximal de sentencias 


RR _— 


a TS 
O ÁS 
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del lenguaje considerado. (La justificación de estos asertos se halla en 
los lemas 17.12 y 17,13.) 
Si 4 es una estructura para un lenguaje £, la teoría de la estructura 
A, en simbolos, Th(A), es el conjunto de todas las sentencias de L verdaderas 
en A; es decir para toda sentencia Qt de £, 


a. € Th(4) si Abro. 


PROPOSICIÓN 17.16. Th(A) es una teoría consistente y completa de la cual 
A es un modelo, 


Dejamos la demostración de esta proposición como ejercicio. 


LEMA 17.17. SiT es una teoría en un lenguaje de primer orden L, entonces 
(1) t=tET, 
(2) sift=e=sET, entonces s=1t€T, 
(2) sn1£=5€T yn =t€T, entonces 1, =t € T, 
(4) siti=s ET,....,t 25" E€T y Rh ...ty € T, entonces Rs, ET, 


(5) sa1tasET 25 ET... 5 ET y ft ...t y 21€ T, entonces 
fo. 5 25 ET. 


(6) !i=vEeT (en particular, lv ft ...t =vET), 
donde fly. +d038,51, 8, s0n términos cerrados de L, f es un símbolo fun- 


cional n-ario de L, R es un símbolo relacional n-ario de L y es una fórmula 
de E con una único variable libre, v. 


DEMOSTRACIÓN. Usamos simplemente que (i) toda sentencia de £ deducible 
51n premisas pertenece a T y (¡i) toda sentencia deducible de 7 pertenece a T. 
Detengámonos, por ejemplo, en (4). La sentencia 


(is A... Alaro sn AR La) + R9510..8. 
es deducible sin premisas y, por tanto, pertenece a T, Asi sit = SET... ¿y FS 
54 ET y Rt¡...t, ET, entonces T FRs¡...5, y, por tanto Rsi...5$1 E T. 
sea C un conjunto de constantes individuales de un lenguaje de primer 
orden £. Sean también T una teoría y A una estructura para L. Decimos que 


(1) Aes una estructura canónica con respecto a € si todo elemento 
de A, el universo de 4, es el valor de una constante en € , es decir, sl 


A=4e*:c€C0). 
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(2) Tes un teoría de Henkin con respecto a € si 7 es consistente 
y para toda fórmula p de £, con la única variable libre v, hay una 
constante c en € tal que la sentencia 

1vp > q(;.) 


pertenece a Í, 


LEMA 17.18. Si A es una estructura canónica con respecto al conjunto de 
constantes C y 9 es una fórmula con la única variable libre v, 

(DD ART sii hay e en € tal que A EF pli), 

(2) AEVvg síi para todo c en C, AF Y(). 


Dejamos la demostración de este lema como ejercicio. 


LEMA 17.19. SiT es una teoría completa de Henkin con respecto al conjunto 
de constantes C, entonces para toda fórmula (p con la única variable libre v, 


(DD FET sii hay e en C tal que q(:) ET, 
(2) Wvp ET sii para todo e en C, p(1) € T. 


Dejamos la demostración de este lema como ejercicio. 


PROPOSICIÓN 17.20. La teoría de una estructura canónica con respecto a un 
conjunto de constantes C es una teoría de Henkin con respecto a €. 


DEMOSTRACIÓN. Sea 4 un estructura canónica con respecto al conjunto de 
constantes C y sea T la teoría de A. Por la proposición 17.16 sabemos que 7 
es consistente y completa. Sea q una fórmula con una única variable libre, v. 
Debemos ver que hay por lo menos una constante e en C tal que el condicional 
3vp + (1) pertenece a T, es decir, tal que 


AF aw > pl). 
Ahora bien, si 4 2 Jvp, entonces A E =3vp, de modo que, para cualquier 
sentencia PB, AE 3v4 > B. En particular, para cualquier constante c, 
AF ar ee). 
Si, por el contrario, AE 3wp, sea a un elemento de A tal que A jes pl). Puesto 
que A es canónica, hay c en C tal que a =e*. Así, por el lema de sustitución, 
Ak 0(). Por tanto, 


AE To ol). 
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Así, en cualquier caso (tanto si A es un modelo de Jvp como si no), hay una 


constante e en C tal que 4 | vq = (7). 


Pasamos a mostrar ahora que, inversamente, toda teoría completa de 
Henkin es la teoría de una estructra canónica o, lo que es lo mismo, posee un 
modelo canónico (es decir, un modelo que es una estructura canónica). 


CONSTRUCCIÓN DE UN MODELO CANÓNICO 


Sea L un lenguaje numerable y sea C un conjunto de constantes indivi- 
duales de L (£ puede tener otras constantes individuales además de las de C). 
sea también T una teoría en el lenguaje L, completa y de Henkin con respecto 
a C. Nuestra intención es definir una estructura canónica con respecto a C y 
mostrar que es un modelo de T. | 

En primer lugar, definimos la relación binaria = en en el conjunto € por: 


(17.1) emd sii cmdeT. 
Por (1), (2) y (3) del lema 17.17, = es una relación de equivalencia en C. 


Para cada constante e € C, sea € la clase de equivalencia de e con respecto 
a la relación —=; o sea, 


(17.2) c=1(dEC:crwd), 
de modo que si € y d son constantes en €, 
(17.3) ¿=d sii c=deT. 


_5ea ahora A el conjunto cociente de € con respecto a «=, es decir, el 
conjunto de todas las clases de equivalencia de € con respecto a e-: 


(17.4) A=(:c€C). 


Vamos a definir una estructura, A, con universo A. Para ello debemos 
definir las interpretaciones en 4 de los símbolos relacionales, de los símbolos 
funcionales y de las constantes individuales de £. 

Si R es un símbolo relacional n-ario, definimos la relación n-aria RÁ en A 
del siguiente modo: para cualesquiera €,...,2, € Á, 


(17.5) 
(Ei. ) ER? sii hay d,...,d, € C tales que 
G=Sdror e = A RAA AET: 
Veamos que 
(17.6) (7.5) ER? sii Re... € T. 
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Por un lado, es claro que si Rc; ...c, € T, entonces (E1,...€n) € R?. Por otro 
lado, si (E,... ,2,) € RA, hay constantes d;,... ¿dy € C tales que €1 =d1,... ¡€ = 
d, y Rdi...d, € T; así, por la definición (17.1), cy 2 d; E T,+.. ,€n E di ET y 
Rd; ...d, € T. Pero entonces, por (4) del lema 17.17, Re; ...€, € 7. Esto justifica 
(17.6). 

Sea ahora f un símbolo funcional n-ario de £. 51 €1,++. ,€p E €, entonces, 
por (6) del lema 17,17, 

Tvfej...£. 2 vEeT. 

Así, por (1) del lema 17.19, hay una constante c en C tal que fc] -..€p 
c € T, es decir, tal que fe] ...cy 0.851 di,...,d, y d son constantes en C tales 
que €, di... Cu da y fd¡...d,=d € T, entonces por (5) del lema 17.17, 
c=deT, es decir, cd. Por tanto, podemos definir f% por: 


(17.7) PUE... E) =8 sli fcj...cp ec ET. 


Finalmente, si d es una constante individual de £ (posiblemente, pero no 
necesariamente, d € C), entonces, por (6) del lema 17.17, 


vd = v€ T. 
Por consiguiente, por (1) del lema 17,19, hay una constante c en € tal 


que 


Naturalmente, si c' es otra constante tal que d =c' € T, entonces (por (2) 
y (3) del lema 17.17) e=c' € T, Así, podemos definir 


(17.8) dif si d=ceT. 
En particular, por (1) del lema 17.17, sic€C, 
(17.9) As 
Con esto concluye la definición de la estructura 4. Por 17.9 y la definición 


de A, A es canónica con respecto a C. Mostraremos ahora que es un modelo 
de T, 


LEMA 17.21. Sit es un término cerrado de L y c es una constante individual 
de €, entonces 
AE si 1RcET. 


DEMOSTRACIÓN. Razonamos por inducción sobre la longitud (el número de 
simbolos) de los términos cerrados. Así, mostramos que (i) el lema se cumple 
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para las constantes individuales (los términos cerrados simples, de longitud 1) 


y (11) si el lema se cumple para todos los términos cerrados de longitud menor 


que un término cerrado compuesto (es decir, un término de la forma ft, .. al 


también se cumple para el término en cuestión, Ahora bien, por (17.8), el lema 


se cumple para las constantes individuales, por lo que pasamos a OCUparnos 
de los términos compuestos. 

Sea 1 el término cerrado ff; ««,)y y Supongamos que el lema se cumple 
para todo término cerrado de longitud menor que t; en particular, para cada 
uno de los términos 1(,...f,. Sean c;,...,€, constantes individuales tales que 


e A_ = 
F = Elposs y = En 


(tales constantes existen, ya que el valor de un término cerrado es un elemento 
de A y A=C/ ==). Puesto que el lema se cumple para f,,.. 


z it 
(17.10) A E A E e 
Pero entonces 
BE ai PUR E, 
sil Pla A En) . E, 
si fe... sc ET por (17.7), 
si ft... 2c€T — por (17.10) y (5) del lema 17.17 


sl feceT. 


? 


Asi concluye la prueba del lema. O 


LEMA 17.22. Para toda sentencia O de £, 


AFoéioET. 


DEMOSTRACIÓN. Demostramos el lema por inducción sobre el número de 
conectivas y cuantificadores que aparecen en las sentencias. Para ello basta 
mostrar que el lema se cumple para las sentencias atómicas (sin conectivas 
ni cuantificadores) y que si se cumple para todas las sentencias con menor 
número de conectivas y cuantificadores que una sentencia no atómica se cum- 
ple también para la sentencia en cuestión. o 

Sea G una sentencia atómica. Así, 6 es de la forma fi= 0 de la for- 
ma Rt¡...fy, donde 1 > 1, R es un símbolo relaciona] A-2TIO Y 1, f, 50n 
términos cerrados. cn 

Di O es 1, 2 f, sean c,,c2 constantes individuales en € tales que If =6 y 
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da 


E = £. Por el lema anterior, t 201 €T y tp=c1€ T. Así, 
ESA P=S, 
sia =a, 
A 
sli elf. 
Si o es Rt¡...t,, sean €,,...c, constantes individuales en C tales que tf? = 
Elyoco 0 = Ep. Por el lema anterior, 1, 2201 € T,... ,fp cp € T. Así, 

Ako sii (7... A) Er”, 
sii (E... E) ER?, 
sii Rep... ET 
sli Rh... ¿ET 
si cel. 


por (17.6), 
por (4) del lema 17.17, 


Sea ahora oO una sentencia no atómica. Ásí, O es de la forma 0. o (a vB) 
o (a AB) o (a—=>B) o (a+ PB) o Jva o Va. Puesto que una teoría completa 
es un conjunto consistente maximal de sentencias, la verdad del lema para las 
cinco primeras posibilidades se sigue del lema 17.14. Que el lema se cumple 
para las dos últimas, se sigue del lema 17,19, Desarrollamos con detalle un 
caso de cada tipo dejando los restantes como ejercicio, 

Sea O la sentencia (0 W (4). Puesto que el número de conectivas y cuanti- 
ficadores es menor en Qt y en f que en 0, suponemos (hipótesis inductiva) que 
el lema vale para (: y para PB. Pero entonces, 


Aro si AEao0ARP, 
si acTopeT 
sii (avB)eT 
si 07. 


por hipótesis inductiva, 


por (3) del teorema 17.14, 


Supongamos, finalmente, que O es la sentencia 3v9 y que (hipótesis induec- 
tiva) el lema se cumple para las sentencias con menor número de conectivas 
y cuantificadores que O. En particular, si e es una constante individual cual- 
quiera, el lema se cumple para la sentencia q(;). Tenemos entonces, 

Ateo sii hay e €C tal que A= q(%) por (1) del lema 17.18, 
sii hay e €€ tal que q(7) € Y. por hipótesis inductiva, 
sii Jvp() ET por (1) del lema 17.19, 
si 067, 
Ási concluye la prueba del lema 17.22, O 
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Del lema 17.22 se sigue inmediatamente que 1 es un modelo de 7. Hemos 
justificado, pues, el siguiente teorema. 


TEOREMA 17.23. — Toda teoría completa de Henkin con respecto a un conjunto 
de constantes C posee un modelo canónico con respecto a C. 


5. El teorema de completud 


Sabemos que todo conjunto satisfacible de sentencias de un lenguaje de 
primer orden es consistente. Nuestro objetivo inmediato es mostrar que, in- 
versamente, todo conjunto consistente de sentencias es satisfacible, a partir 
de lo cual obtendremos sin dificultad que el cálculo deductivo es completo, es 
decir, que toda sentencia que es consecuencia, de un conjunto de sentencias es 
también deducible del conjunto. 

Para ver que todo conjunto consistente de sentencias es satisfacible, mos- 
traremos en primer lugar que todo conjunto consistente de sentencias es exten- 
sible a una teoría de Henkin con respecto a un conjunto infinito de constantes 
nuevas. Una vez obtenido este resultado, alcanzaremos nuestro objetivo ape- 
lando a los teoremas 17.15 y 17.23. 


LEMA 17.24. Si 2 es un conjunto consistente de sentencias, es una fórmula 
con la única variable libre v yc es una constante individual que no aparece en 
ninguna sentencia de £ ni en q, entonces el conjunto de sentencias 


ZU (3vp = p(2)) 
es también consistente, 


DEMOSTRACIÓN, Sea E consistente y supongamos, en busca de una contra- 
dicción, que ZU (3vp > p(*)) es inconsistente. Así, por el lema 17.10, 


2 + =(3v9 => p(;)). 


Puesto que las sentencias Ip y () son deducibles de =(Jvp — a), 
concluimos que 


(17.11) E-wp 
F 
(17.12) 2 (7). 


Puesto que c no aparece ni en E ni en 9, por la regla [Ly] y la proposición 
16.2 podemos concluir a partir de (17.12) que 


EF WVw-0p. 
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Por otra parte, si aplicamos la regla derivada [CE] a (17.11), obtenemos 
EP=wv-p. 

Pero esto significa que É es inconsistente, en contradicción con nuestra supo- 

sición Inicial. 

Sea L un lenguaje numerable y sea € un conjunto infinito numerable de 
constantes individuales que no pertenecen a L. Sea £* el lenguaje de primer 
orden cuyos simbolos son los de £ más las constantes de C. Puesto que la unión 
de dos conjuntos numerables es un conjunto numerable, el conjunto de los 
simbolos de L* es numerable, Pero entonces, por la proposición 3.30, también 
lo es el conjunto de todas las fórmulas de £* y, por tanto, el conjunto de las 
fórmulas de L* con una única variable libre. Fijemos, pues, una enumerarción 
de las formulas de £* con una única variable libre: 


Por Pi Pa) +++ + Pirro 

Fijamos también una enumeración de las constantes en C. 

Sea Cp la primera constante de C (en la enumeración fijada) que no aparece 
en (po y sea 0 la sentencia de £*: 
(17.13) Uy = 340 — ole), 
donde v es la variable libre de qp. 

Sea ahora n > 0 y supongamos definidas las sentencias Dn, 01,02, ... , 0,1. 
Sea €, la primera constante de C que ño aparece en 0p,0,,07,..-, 0-1 ni en 
(,. Definamos 0, por 
(17.14) Dd, es Ph — hs ). 

De este modo hemos descrito un procedimento para obtener las sentencias 
Ú,, para cada n € N. Sea A el conjunto de todas ellas: 


(17.15) H=(0,:n eN). 


PROPOSICIÓN 17.25, Si XL es un conjunto consistente de sentencias de L, 
entonces el conjunto ZUH de sentencias de L* es también consistente. 


DEMOSTRACIÓN. Para cada número natural », sea 
H,=1(0::k<n). 


Mostramos por inducción que, para cada n en N, el conjunto 4U H,, es 
consistente, Puesto que Hp es vacío, EU Hp = E, de modo que 


EU Ap es consistente. 
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Sea ahora n > 0 y supongamos inductivamente que EU H, es consistente, 
Puesto que H.41 = 4,1140, ), tenemos que 


UP mi =2UH,U (3v0, ER Palo, JH 


Ahora bien, Ey nO aparece nien 2118, ni en p,. Así, por el lema 17.24, EUH +1 
es consistente. 

- Sabiendo que cada conjunto EU H, es consistente, podemos concluir que 
ZUH también lo es. Pues supongamos, en busca de una contradicción que £U 
H es inconsistente. Por el lema 17.8, hay un subconjunto finito T' de UH que 
es también inconsistente. Sea n el mayor número natural tal que la sentencia 
se 4 . Vemos que PC ZUA,, 1. Pero esto es imposible, por ser EUH,.,., consis- 
tente. O 


TEOREMA 17.26, (DE COMPLETUD, PRIMERA FORMA) Todo conjunto con- 
sistente de sentencias de un lenguaje numerable de primer orden L es satisfa- 
cible. De hecho, posee un modelo con universo numerable. 


DEMOSTRACIÓN. Sea Lun lenguaje numerable y sea £ un conjunto consis- 
tente de sentencias de L. Sea C un conjunto infinito numerable de constantes 
individuales que no pertencen a L y sea £! el lenguaje cuyos símbolos son los 
de L más las constantes en C. Consideremos el conjunto H de sentencias de 
L introducido en (17.15). Por la proposición anterior, EUA es un conjunto 
consistente de sentencias de £". Así, por el teorema 17.15, ZUH es extensible 
ad un conjunto consistente maximal, es decir, a una teoría completa, T, en 
lenguaje £*, Puesto que Y CT, T es una teoría de Henkin ton respecto 3 T., 
Por tanto, por el teorema 17,23, T tiene un modelo canónico, A, con respecto 
á E. Puesto que ¿CE 7, A es también un modelo de Y. Sea Y la restricción de 
A al lenguaje £. Por la proposición 17.1, para toda sentencia Ut de L es decir 
para toda sentencia que no contenga ninguna constante de E, | 


Ara siA ka. 
En consecuencia, por ser E un conjunto de sentencias de E, 
AE 


. Puesto que el universo de 4' (que es el mismo que el de A) es C/ = (ver 
(17.4)) y C es numerable, concluimos que 4' tiene universo numerable, O 


TEOREMA 17.27. (DE COMPLETUD, SEGUNDA FORMA) Toda consecuen- 
ns ose de y Fi de sentencias es deducible de este conjunto. En otras 
Pmuabras, para todo conjunto de sentencias E y toda sentenci e un l 1) 
dpto ninio Y encia QU de un lenguaje 


5 E 0, entonces Eo. 
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DEMOSTRACIÓN. Sila, U(-0) es insatisfacible, de modo que, por el 
teorema anterior, ZU (-) es inconsistente. Pero entonces, por el lema 17.10, 
Ea. O 


COROLARIO 17.28. Toda sentencia de primer orden lógicamente válida es 
deducible sin premisas. Es decir, para toda sentencia 0, 


si =0, entonces Fa, 
DEMOSTRACIÓN. —Es un caso particular del teorema anterior. O 


TEOREMA 17.29. (DE FINITUD PARA LA CONSECUENCIA) Toda consecuen- 
cia lógica de un conjunto infinito de sentencias É es consecuencia de un sub- 
conjunto finito de E. En otras palabras, para toda sentencia Q 


siEbto, hay un conjunto finito TC E tal que Tra. 


DEMOSTRACIÓN. Si Ea, por el teorema 17.27, £ +, de modo que hay un 
subconjunto finito P de E tal que PF e. Pero entonces, por el teorema 17.5, 


PE O 


TEOREMA 17.30. (DE LOWENHEIM-SKOLEM]) Todo conjunto satisfacible de 
sentencias de un lenguaje numerable de primer orden posee un modelo con 
universo numerable. 


DEMOSTRACIÓN. Sea E un conjunto satisfacible de sentencias. Por el teore- 
ma 17.7, Z es consistente. Así, por el teorema 17.26, £ posee un modelo con 
universo numerable, o 


TEOREMA 17.31. (DE COMPACIDAD) —Un conjunto de sentencias de un len- 
guaje de primer orden es satisfacible sii todos sus subconguntos finitos lo son. 


DemMosTRACIÓN. Es claro que si un conjunto de sentencias es satisfacible, 
también lo son todos sus subconjuntos finitos. Supongamos ahora que 2 €s 
un conjunto de sentencias de un lenguaje de primer orden todos cuyos sub- 
conjuntos finitos son satisfacibles. Asi, por el teorema 17.7, todo subconjunto 
finito de E es consistente, de modo que, por el lema 17.8, también lo es £. Pero 
entonces, por el teorema 17.26, 2 es satisfacible. O 








306 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 
6. Aplicaciones 


Para cada número natural n > 2, sea 6, la sentencia que expresa «de modo 
natural» que hay por lo menos » objetos. Con más detalle, 3, es la fórmula 


TY V2... Y, 0L, 


donde (£ es la conjunción de todas las fórmulas 4, = v peon1l<i<¿¡<n. Así, 
Ó¡ y Ó2 son ú | 


07 = Tv] v2>V ES Va, 


03 = wi vav3 (1 mA MARA 9 == 3). 

Sea INF el conjunto de todas estas sentencias: 

(17.16) INF=¿0,:1 > 2). 

Puesto que las sentencias 6, no contienen símbolos propios de ningún 
lenguaje, INF es un conjunto de sentencias de todo lenguaje de primer orden. 
LEMA 17.32. Si A una estructura cualquiera con universo Á, 

A(FINE sii A es infinito. 
DEMOSTRACIÓN. Para cada n > 2, la sentencia Ó, es verdadera en una es- 
tructura si y sólo si su universo tiene n o más elementos. Así, INF es satisfecho 
por todas las estructuras con universo infinito y sólo en ellas. 1 

Los modelos de INF son exactamente las estructuras con universo infinito. 
En contraposición, no hay ningún conjunto de sentencias de primer orden 


CUyos modelos sean precisamente las estructuras con universo finito. Este es 
el contenido de la proposición siguiente. 


PROPOSICIÓN 17.33. No hay ningún conjunto de sentencias Y tal que para 

toda estructura A, | 
ARÉ su Ases finito. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos, en busca de una contradicción, que Y es un 

conjunto de sentencias tal. Puesto que todo subconjunto finito de INF posee 

un modelo finito, todo subconjunto finito del conjunto 


ZU INF 
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es satisfacible. Asi, por el teorema de compacidad, ZUINF es satisfacible. Pero 


esto es absurdo, ya que si 4 un modelo de ZUINF, entonces A es finito, pues 
ARE, y A es infinito, pues A [E INF. 


El conjunto de sentencias INF es infinito, ¿Podemos hallar una única sen- 
tencia que cumpla su cometido, es decir, cuyos modelos sean precisamente las 
estructuras con universo infinito? Es fácil ver que no. 


COROLARIO 17.34, No hay ninguna sentencia O tal que pora toda estrue- 
tura A, 


Alto sii A es infinito. 


DEMOSTRACIÓN. —Si6 fuera una sentencia tal, entonces, para toda estructura 
A, 
AkE-0 sii A es finito, 


en contradicción con la proposición anterior, 0 


PROPOSICIÓN 17.35. S5iZ es un conjunto de sentencias de primer orden tal 
que, para todo número natural n, E tiene modelos con universo de n o más 
elementos, entonces E tiene un modelo con universo infinito. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea E un conjunto de sentencias tal. Puesto que, para todo 
a, E posee modelos con universo finito de n o más elementos, vernos que, para 
todo n, el conjunto de sentencias 


24 (02, Pm , 01] 


es satisfacible, Pero entonces todo subconjunto finito de ZU INF es satistacible. 
Sea, pues, 4 un modelo de ZU INF. Claramente, A es un modelo de 2 con 
universo infinito. 0 


El teorema de compacidad nos permite mostrar que es imposible caracterl- 
zar la estructura de los números naturales mediante un conjunto de sentencias 
de primer orden, como mostramos a continuación. Sea A la estructura 


A = (m5, <X 0%), 


Según la definición de teoría de una estructura, Th(A(), la teoría de Mí, 
contiene todas las sentencias verdaderas en MN. Como veremos, todas estas 
sentencias son insuficientes para garantizar que O, l, 2, etc., son todos los 
números naturales, de lo que se sigue que el principio de inducción es inexpre- 
sable mediante una sentencia o un conjunto de sentencias de primer orden. Pa- 
ra formular el principio de inducción debemos recurrir a la teoría de conjuntos. 





pt 
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Sea e una constante individual. Consideremos las sentencias 


Co =UÚ<c, 
0 =350<e, 
O, = 8580 < e, 
O = 8850<e, 


y sea 
E=TH(A) U (o, :n € N). 


e Todo subconjunto finito de E es satisfacible, pues si P' es un subconjunto 
finito de £, hay un número natural ny tal que si 6, € T, entonces m < ña; pero 
entonces la estructura 


A E (N, sx, AAA, 


donde ¿A = ng, es un modelo de I”, como se verifica sin dificultad. Así, por el 
teorema de compacidad, £ es satisfacible. Sea 


A= (4,57, ot, 


un modelo de E y sea 
A =(A, e, 5*0%) 


la restricción de A al lenguaje original (sin la constante c). Por la proposición 
17.1, 4 es un modelo de Th(A/), por lo que en ella son verdaderas las mismas 
sentencias que en MX. Sin embargo, A' no es isomorfía a MN, pues si a=c* 
entonces a es un elemento de Á mayor (en el orden <%) que 0%, que (SO), 
que (SSG)*, que (SSS0)%, etc., por lo que no puede corresponder mediante 
un isomorfismo a ningún número natural (ya que ningún número natural es 
mayor que O, que 1, que 2, que 3, ...). 


Los números reales forman un conjunto no numerable, Sea T la teoría de 
la estructura X= (R, <*), donde R es el conjunto de los números reales y <X 
su orden natural, Por el teorema de Lówenheim-Skolem, Y posee un modelo 
con universo numerable, que, por tanto, no es isomorfo a KR. Puesto que T 
contiene todas las sentencias de primer orden verdaderas en X, concluimos 
que la estructura de los números reales con su orden no es caracterizable por 
ningún conjunto de sentencias de este lenguaje. Al igual que en el caso de los 
números naturales, para caracterizar el orden de los números reales debemos 
recurrir a la teoria de conjuntos, como esbozamos a continuación. | 

La propiedad fundamental del orden de los números reales es la continni- 
dad. ll orden K es continuo, es decir, es un orden lineal denso que cumple 
la siguiente condición: si X e Y son subconjuntos de RR tales que 1) todo ele- 
mento de K pertenece a X o a Y y 2) todo elemento de X es menor que todo 
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elemento de Y, entonces o bien X tiene elemento máximo o bien Y tiene ele- 
mento mínimo. Tomando en consideración que el orden de los números reales 
es isomorfo al orden de los puntos de una recta, podemos ofrecer una lectura 
geométrica de esta condición: todo «corte» de la recta está determinado por 
un punto, En efecto, X corresponde a la parte «inferior» o «izquierda» del cor- 
te, Y a la parte «superior» o «derecha», El elemento máximo de X o minimo 
de Y corresponde al punto que determina el corte. 


TY, Teorías y axlomas 


Como sabemos, una teoría en un lenguaje de primer orden £ es un con- 
junto T de sentencias de L cerrado con respecto a la relación de deducibilidad, 
es decir, toda sentencia deducible de T también pertenece a T. Por los teore- 
mas de corrección y de completud, una sentencia es deducible de un conjunto 
de sentencias si y sólo si es consecuencia del conjunto, por lo que una teoría 
un conjunto de sentencias cerrado con respecto a la relación de consecuencia, 
es decir, toda sentencia que es consecuencia de 7 también pertenece a T. Nos 
referimos a las sentencias de una teoría Y como a los teoremas de 7. 

Podemos obtener teorías a partir de estructuras. Según la proposición 
17.16, el conjunto de todas las sentencias verdaderas en una estructura de- 
terminada es una teoría, la teoría de la estructura en cuestión. De este modo 
obtenemos, por ejemplo, la teoría del orden de los números naturales, la, teoría 
del orden de los números enteros, o la teoría de la estructura de los números 
naturales con el orden, la suma y el producto, a la que solemos referirnos como 
la teoría completa de números. 

No toda teoría es la teoría de una estructura. Á menudo, en vez de ocu- 
parnos de una sola estructura, nos interesamos en una variedad de estructuras 
con características comunes. Consideremos un ejemplo de esta situación de es- 


_ pecial importancia para la lógica, Un álgebra de conjuntos sobre un conjunto 


U es una estructura 
BB AA, 


donde B es un conjunto de subconjuntos de U' tal que 

l, 0eEByUEB, 

2. siXEB, entonces X e B, 

3 siXeByYeB, entonces XUYEB y XNFEB 
y 1? es la operación de complemento con respecto a U, g? y h? son las ope- 
raciones de unión e intersección y c* y d* son el conjunto vacio y U, respec- 
tivamente. O sea, si X,Y € B, 

200 =X, ¿Xx Y) =XUY, AX,Y) =XnY, e =0 y d*=U. 


Un álgebra especial de conjuntos sobre U es la que tiene como universo 


P(U), el conjunto potencia de U. Hay muchas álgebras de conjuntos y pode- 


mos interesarnos no en un álgebra de conjuntos determinada, sino en lo que 
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es común a todas ellas. De esto se ocupa la teoría de las úlgebras de conjun- 
tos O álgebra de Boole; sus teoremas son las sentencias verdaderas en todas 
las álgebras de conjuntos. Podemos describir de forma general este modo de 
obtener una teoría a partir de una clase de estructuras. 

51 X es una clase de estructuras para un mismo lenguaje, la teoría de la 
clase X, en símbolos, Th(X), es el conjunto de todas las sentencias verdaderas 
en todas las estructuras de X. Así, para toda sentencia 6, 


GE Th(K) sii para toda estructura 16 X, Abro. 


El álgebra de Boole es, pues, la teoría de la clase de las áalgebras de 
conjuntos. 

Supongamos que T es una teoría y que E es un conjunto de teoremas de T 
tal que todo teorema de 7 es deducible (o, equivalentemente, es consecuencia) 
de 2. Nos referimos a E como a un conjunto de axiomas para T. Observemos 
que en este sentido lógico de «axioma» no se exige que los axiomas sean evi- 
dentes, ni que sean verdaderos; lo único que se les exige es que de ellos se sigan 
todos los teoremas de la teoría. Observemos también que, dada una teoría T, 
cualquier teorema de T' pertenecerá a algún conjunto de axiomas para T, por 
lo que no tiene sentido preguntarse si una sentencia determinada es o no es 
un axioma de T. Lo que sí tiene sentido es preguntarse si cierto conjunto de 
sentencias es un conjunto de axiornas para Y. Repetimos la definición con todo 
detalle. 

Si T es una teoría en un lenguaje £, un conjunto de axiomas para T 
es un conjunto E de sentencias de £L tal que 


T'=(0:0 es una sentencia de L y Za). 


Sabemos cómo obtener teorías a partir de una estructura O, más general. 
mente, a partir de una clase de estructuras. Hay otro modo totalmente distinto 
y muy habitual de obtener una teoría: dando un conjunto de axiomas para 
ella. Lo hacemos presentando un conjunto de sentencias y declarando que la 
teoría es, por definición, el conjunto de todas sus consecuencias (o, equiva- 
lentemente, de las sentencias deducibles de él). Entre otras cosas, la siguiente 
proposición, cuya demostración dejamos como ejercicio, nos dice que de este 
modo obtenemos, efectivamente, una teoría. 


PROPOSICIÓN 17.36. 51 £ es un conjunto de sentencias de un lenguaje L y 
Tes el conjunto de todas las sentencias de L deducibles de E, entonces 

(1) TP es una teoría, 

(2) T es consistente si y sólo si E lo es, 

(3) Les un conjunto de ariomas para T. 


Una diferencia clara entre este último procedimento de obtención de 
teorías y los dos anteriores es que, en aquéllos, el objeto de estudio de la teoría 
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está previamente determinado (es la estructura A o la clase de estructuras 
'K a partir de la que obtenemos la teoría), mientras que en el procedimiento 
ariomático la teoría es previa a su objeto. La teoría se ocupa de sus modelos, 
es la teoría de la clase de sus modelos, pero ahora esta clase está determinada 
a partir de la teoría misma. De este modo obtenemos la teoría de los órdenes 
lineales reflerivos, cuyos axiomas son: 

WxiKxx, 

Vxy((Rxy ARyx) +x 5 y), 

Wayz((Rxy ARyz) =Rxz), 

Wo lor v Ryx). 

El objeto de esta teoría lo constituyen los órdenes lineales reflexivos. Un 
orden lineal reflexivo es, por definición, un modelo de estos axiomas. Compa- 
remos esta teoría con el álgebra de Boole o con la teoría completa de números. 
Hemos descrito estas dos teorías sin mencionar axioma alguno. Hernos dicho 
de qué se ocupan sin presentar ningún conjunto de axiomas. No así en el caso 
de los órdenes lineales reflexivos. | 

Otro ejemplo de teoría obtenida a partir de axiomas es la teoría de las 
relaciones de equivalencia. Sus axiomas son, naturalmente, 


VxaKxx, 

Vxy(Rxy — Ryx), 

Vayz((Rxy ARyz) + Rxz). 

Un ejemplo más es la teoría de grupos, formulada en un lenguaje con 
tres símbolos propios: un símbolo funcional binario ($), una símbolo funcional 
unario (A) y una constante individual (e). Los axiomas son: 

VXYZEXBYZ E EBEXJZ, 

VXABEX FX, 

Va ghoax ss e. 

Estos axiomas suelen presentarse de modo menos formal, usando los 
simbolos «e» y «7!» en vez de «g» y «h», respectivamente, y omitiendo 
los cuantificadores iniciales. En su presentación habitual son: 

xolyoz)=(xo0y)oz, 

EOXT=X, 

torre. 

Un grupo es, por definición, un modelo de los axiomas de la teoría de 
grupos. Uno de estos modelos es la estructura 


== (E, e? 
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donde £ es el conjunto de los números enteros y para cualesquiera n,m € Z,, 
22(n,m) =n+m, h(n) =—n y e* =0, Hay una gran variedad de grupos muy 
distintos entre si. 

Si bien no toda teoría se obtiene a partir de axiomas, es a menudo con- 
veniente hallar, si es posible, un conjunto de axiomas para la teoría de una 
estructura o de una clase de estructuras, Hallar un conjunto de axiomas pa- 
ra una teoría es ariomatizarla. El modo más satisfactorio de axiomatizar una 
teoría es ofrecer un conjunto finito y manejable de axiomas. Ahora bien, el 
conjunto de teoremas de una teoría es infinito, por lo que no podemos pre- 
suponer que la teoría tengá un conjunto finito de axiomas. Pero aunque una 
teoría determinada no tenga ningún conjunto finito de axiomas, es posible 
que posea un conjunto efectivo de axiomas; es decir, con cierta imprecisión, 
que haya un procedimiento mecánico que permita determinar en un número 
finito de pasos si una sentencia del lenguaje de la teoría pertenece o no al con- 
junto de axiomas en cuestión. Naturalmente, todo conjunto finito de axiomas 
es efectivo. Más adelante veremos algunos ejemplos de teorías que poseen un 
conjunto efectivo, pero infinito, de axiomas. 

Decimos que una teoría es finitamente axiomatizable si posee un con- 
junto finito de axiomas. Así, la teoría de los órdenes lineales reflexivos es finita- 
mente axiomatizable. También lo son la teoría de las relaciones de equivalencia 
y la teoría de grupos. 


LEMA 17,37. — Toda teoría finitamente axiomatizable puede ser axiomatizada 
con un único arioma. 


DEMOSTRACIÓN. Si Z=(0%,,...,0,) es un conjunto finito de axiomas para 
la teoría 7, también lo es el conjunto unitario (0, A...A0,), ya que ambos 
poseen las mismas consecuencias. 


Que una teoría 7 sea finitamente axiomatizable no significa que todos 
los conjuntos de axiomas para T sean finitos, Obviamente, éste no es el caso 
(ya que T es un conjunto de axiomas para 7). Ahora bien, de acuerdo con 
la siguiente proposición, si T es finitamente axiomatizable, siempre es posible 
asa un conjunto finito de axiomas de cualquier conjunto infinito de axiomas 
para 7. 


PROPOSICIÓN 17.38. 5iT es una teoría finitamente axiomatizable y E es un 
conjunto de ariomas para T, hay un subconjunto finito de E que es también 
un conjunto de axiomas para T. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que 7 es finitamente axiomatizable y sea E un 
conjunto cualquiera de axiomas para 7, Según el lema 17.37, hay una sentencia 
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ae T tal que todo teorema de T es consecuencia de 01. Puesto que E es un 
conjunto de axiomas para T, EQ. Hay, pues, un subconjunto finito TC tal 
que PF aL. Pero entonces toda sentencia deducible de q es deducible de IP, por 
lo que P es un conjunto de axiomas para 7. 0 


COROLARIO 17.39. La teoría de las estructuras (para un lenguaje determi- 
nado cualquiera) con universo infinito no es finitamente axiomatizable. 


DEMOSTRACIÓN, Como sabemos, una estructura A tiene universo infinito sl 
y sólo si 4 INF. En otras palabras, INF es un conjunto de axiomas para la 
teoría T de la clase de las estructuras con universo infinito. Supongamos, en 
busca de una contradicción, que T es finitamente axiomatizable. Por la propo- 
sición 17.38, hay un subconjunto finito P' € INF que también es un conjunto 
de axiomas para T. Sea ny el mayor número n tal que 3, € P. Claramente, T 
tiene un modelo 4 cuyo universo posee exactamente ny elementos, por lo que 
la sentencia 6, +1 no €s verdadera en A, Pero entonces Om+1 DO es consecuencia 
de T, lo que implica que TP no es un conjunto de axiomas para f, ya que Omn+1 
es un teorema de 7. O 


Si E es un conjunto de axiomas para la clase de los órdenes lineales retle- 
xivos, EUINF es un conjunto de axiomas para la clase de los órdenes lineales 
reflexivos infinitos. Podemos adaptar el argumento de la demostración de la 
proposición anterior para mostrar que la teoría de la clase de los órdenes li- 
neales reflexivos infinitos no es finitamente axiomatizable. Tampoco lo es la 
teoría de la clase de las relaciones de equivalencia en un conjunto infinito. 

Presentamos ahora conjuntos de axiomas para algunas teorías obtenidas 
a partir de estructuras o clases de estructuras. En cada caso, será claro que los 
axiomas ofrecidos son teoremas de las teorías en cuestión, pero no podremos 
demostrar que son, de hecho, conjuntos de axiomas para las respectivas teorías, 
ya que los instrumentos desarrollados en este libro no son suficientes para ello. 


EJEMPLO 1 


Las seis sentencias siguientes constituyen un conjunto de axiomas para la 
teoría de la estructura 


A= (AREA, 
donde RA es el orden estricto natural en N, fA es la operación sucesor y c? es 
el número cero. 
Wrl=y 2 0> 3xy = fx) (todo número distinto de O es un sucesor) 
Vo (Refy e (Ro Vx= y) (para todo n y m, n< 5S(n) sii n € m) 


WiRxe (ningún número es menor que cero) 





314 ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


Wxy(Rxy V RyxVx= y) — (para todonym,n<mom<non=m) 
Wxyz( Ray — Ryx) 
Vozl(Ro ARyz) +Rxz) (< es transitiva) 


(< es asimétrica) 


EJEMPLO 2 


Las sentencias siguientes constituyen un conjunto de axiomas para la 
teoría de la estructura 
B= (1? 09), 


donde f? es la operación sucesor y c* es el número cero. 


Van fx=c (cero no es un sucesor) 

Vaoy(fi= fy >x y) — (la función sucesor es inyectiva) 
W(iy=c=> xy fx) (todo número distinto de O es un sucesor) 
Wifxssx 


Vaffxs=x 
Vifffx=x 


(ningún número es su propio sucesor) 
(ningún número es sucesor de su sucesor) 


(ningún número es sucesor del sucesor de su sucesor) 


Éste es un conjunto infinito de sentencias. Para cada número n > 0 hay 
un axioma de la forma 
Viff fox, 


con » efes ante x. No se trata de un defecto de esta presentación, ya que la teoría 
no es finitamente axiomatizable. Como en el caso de INF, podemos describir 
con facilidad cuáles son los axiomas de esta teoría. No podemos escribirlos 
todos, pero sí podemos decir cómo escribirlos. Más aún, podemos determinar 
de modo efectivo si una sentencia es o no es uno de estos axiomas. Por lo 
que se refiere a los tres primeros, no hay dificultad alguna, ya que los hemos 
descrito explícitamente. En cuanto a los restantes, dada una fórmula, lo único 
que debemos hacer para determinar si es un axioma es ver si empieza por 
Was, si luego aparece una sucesión de efes y a continuación x= x. Tenemos, 
pues, un procedimiento mecánico para determinar cuáles son los axiomas. La 
existencia de este procedimiento significa que nos hallamos ante un conjunto 
efectivo o, en lenguaje técnico, recursivo de axiomas. La teoría de la estructura 
de los números naturales con sucesor y cero es recursivamente axiomatizable. 
También lo es la teoría de las estructuras con universo infinito, ya que podemos 
determinar de modo mecánico si una sentencia es 0 no es una 8, 
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El álgebra de Boole, es decir, la teoría de la clase de las álgebra de conjun- 
tos, es finitamente axiomatizable, Para mayor comodidad de lectura daremos 
los axiomas de modo semiformal, dejando para el lector la tarea de formali- 
zarlos. Todas las sentencias verdaderas en todas las álgebras de conjuntos son 
consecuencia lógica de estos axiomas. Esta teoría puede ser considerada como 
la teoría general de la unión, la intersección y el complemento de conjuntos. 
Todos los axiomas deberían empezar con uno o más cuantificadores universa- 
les, según el número de variables, que dejamos implícitos. En un álgebra de 
conjuntos sobre el conjunto U, el símbolo 1 se interpreta como U y el símbolo 
O como 0. Los axiomas se distribuyen en pares, para poner de manifiesto el 
paralelismo entre la unión y la intersección. Suele decirse que cada axioma de 
cada par es el dual del otro. 


Al. xUy=yUx, B.1. xMy=yMx, 

A.2. xU(yUz)=(xUy)Uz, B2.1nbnz =Aanynz, 
A3. xU(ynz=(xUyn(uz,  B3, 1N(yUz)= (ny U(Nz), 
Ad. xuUx=1, B.4, xMx=0, 

Ab xuUÍ=x 25 nMt=x. 


Para la formalización total elegiríamos un simbolo funcional unario f y 
dos símbolos funcionales binarios g y h (que interpretaríamos en cada álgebra 
de conjuntos como el complemento, la unión y la intersección), además de dos 


constantes individuales, e y d, en lugar de O y 1, cuya interpretación ya ha 


sido dada. 


2. Definición de símbolos 


Los teoremas de una teoría son sentencias de un lenguaje perfectamente 
determinado, el lenguaje de la teoría, No obstante, cuando usamos una teoría 
como instrumento de investigación, a menudo ampliamos el lenguaje intro- 
duciendo nuevos simbolos mediante definiciones. Nos referimos a estos nuevos 
símbolos como símbolos definidos y a los símbolos del lenguaje original como 
símbolos primitivos. Ási, la teoría de conjuntos suele presentarse en un len- 
guaje con un único símbolo primitivo, €, que se interpreta como la relación 
de pertenencia, pero al desarrollarla introducimos muchos simbolos definidos, 
simbolos que nos permiten hablar directamente del conjunto vacío, de la unión 
de dos conjuntos, del conjunto potencia de un conjunto, etc. Estrictamente ha- 
blando, al modificar el lenguaje cambiamos de teoría, pero, como veremos, hay 
un sentido preciso en que la ampliación de la teoría obtenida al ampliar el len- 
guaje mediante simbolos definidos es inesencial. Todo cuanto puede expresarse 
en el lenguaje ampliado con simbolos definidos puede ser también expresado, 
si bien de un modo más retorcido, en el lenguaje original. La introducción 
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de nuevos símbolos mediante definiciones no aumenta el contenido real de la 
teoría (aunque sí aumenta el conjunto de los teoremas, ya que por lo menos 
todas las verdades lógicas exprosadas en el nuevo lenguaje són teoremas de la 
nueva teoría, pero no de la teoría original). Como suele decirse, los símbolos 
definidos han de ser eliminables y las definiciones no han de ser creadoras. 

Los símbolos introducidos mediante definiciones pueden ser símbolos re- 
lacionales, símbolos funcionales y constantes individuales. Introducimos estos 
simbolos en el contexto de una teoría 7 formulada en un lenguaje £, es decir, 
T es un conjunto de sentencias de L cerrado con respecto a la relación de con- 
secuencia (o, de modo equivalente, con respecto a la de deducibilidad). Una 
definición de un símbolo s será una sentencia Ó (más adelante veremos cómo 
debe ser esta sentencia) en la que aparece el símbolo s y los símbolos restantes 
son simbolos de L£. 

Para comparar lenguajes con distintos conjuntos de símbolos introduci- 
mos el concepto de tipo de semejanza. Un tipo de semejanza o, simplemente, 
un tipo es un conjunto 71 de simbolos relacionales, simbolos funcionales y cons- 
tantes individuales. 51 T es un tipo de semejanza, Lr, el lenguaje de tipo 7, 
es el lenguaje de primer orden cuyos simbolos propios son los elementos de T. 
Así, si introducimos el símbolo y mediante la definición á en el contexto de 
una teoría T en el lenguaje de tipo 7, todas las sentencias de T lo son de £z, 
mientras que ó lo es del lenguaje Lys). 

Con cierta imprecisión, que el símbolo y sea eliminable significa que toda 
sentencia en la que aparece s es equivalente con respecto a 7 a otra sentencia 
en la que y no aparezca. Que la definición no sea creadora significa que con su 
ayuda no pueden obtenerse nuevos teoremas en los que el simbolo definido no 
aparece. Con toda precisión: 

Sea 7 una teoría en un lenguaje £,, s un simbolo que no pertenece a T y 
ó una sentencia de Ly ¡¡,- 


(a) Decimos que y es eliminable con ayuda de ó si para toda sentencia 
a de Lay hay una sentencia $ de £; tal que 


TU(6) Ea + Pp. 
(bj) Decimos que ó no es creadora si para toda sentencia (£ de £., 
si TUJ(O E 0, entonces T E q 


Consideramos ahora qué condiciones deben satisfacer las definiciones de 
las distintas clases de símbolos (relacionales, funcionales, constantes indivi- 
duales). Informalmente, los puntos fundamentales son éstos: 1) un simbolo 
relacional n-ario debe interpretarse como una relación a-aria entre objetos. 
Ahora bien, puesto que todo conjunto de n-tuplos es una relación, no debemos 
poner ninguna restricción especial a la definición de símbolos relacionales; 2) 
una constante individual debe ser el nombre de un objeto. Por lo tanto, antes 
de introducir una constante mediante una definición hemos de asegurarnos 
de que la teoría garantiza la existencia de un único objeto que satisface la 
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definición y que la constante denotará; 3) un símbolo funcional n-ario debe 
interpretarse como una operación n-aria. Ásí, puesto que una operación n- 
aria asigna un único objeto a cada n-tuplo de objetos, antes de introducir un 
símbolo funcional mediante una definición debernos asegurarnos de que la te- 
oría garantiza que es posible asignar a cada n-buplo de objetos un único objeto 
según indica la definición. | 

Para hacer precisas estas observaciones consideramos fijado un lenguaje 
L. y una teoría T en este lenguaje. Describiremos las condiciones que deben 
ser satisfechas para la definición de símbolos de cada clase. Estas condiciones 
implicarán que el simbolo introducido en cada caso es eliminable y que la 
definición no es creadora. 


DEFINICIÓN DE SÍMBOLOS RELACIONALES 


SiR es un símbolo relacional n-ario que no pertenece a T, X],.++. ;X, 80N va- 
riables distintas y 04 es una fórmula de £L, cuyas variables libres son exactamente 
X1,+»+ Xy, podemos introducir el simbolo R mediante la siguiente definición. 


5 : Wer. Al Rx 1... Xp 5 01). 


Podemos glosar Ó, así: en toda estructura, O: determina una relación entre 
n objetos. Por definición, nos referimos a esta relación mediante el simbolo K. 


DEFINICIÓN DE CONSTANTES INDIVIDUALES 


Si ces una constante individual queno pertenece a T y O es una fórmula 
de L, con una única variable libre, x, tal que 


(1) TE za, 
2) TEVO(UM0() +1) 


(donde la variable y no aparece en G), podemos introducir la constante € 
mediante la siguiente definición. ] 


O, : Wxlx= c+ 0). 


El sentido de la introducción de e es éste: por (1) y (2), en todo modelo 
de T hay exactamente un objeto que satisface a. Por definición, llamamos «c» 
a este único objeto. 


DEFINICIÓN DE SÍMBOLOS FUNCIONALES 


Si f es un símbolo funcional n-ario que no pertenece a T, Xj,+.. +41 50H 
variables distintas y Q: es una fórmula de £, con exactamente las variables 
libres x1,... Xp, y tal que 
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6) TFVx...Xy0 
(4) TiVo... xyzl( (an 0(2)) = y = 2) 


(donde la variable z no aparece en Gt), podemos introducir el simbolo f me- 
diante la siguiente definición. 


5s: Vi. ANY LIX] Xp E y 0). 


El contenido intuitivo de la introducción de f es éste: por (3) y (4), dados 
añ objetos de cualquier modelo A de T, hay un único objeto que se relaciona 
con ellos según indica dt. Esto significa que 0. determina una operación n-aria 
en el universo de 4, a saber, la operación que asigna a a;,..,4, € A el único 
objeto a € A tal que AF ala¡,...,a,,a]. Por definición, nos referimos con «f» 
a esta operación. 


Veamos algunos ejemplos de introducción de símbolos por definición y 
de su eliminación en algunas fórmulas en que aparecen. Sea T la teoría de la 
estructura 

A =(N,RA,gX pe, 


donde RÁ es la relación de orden estricto natural en N y gH y HX son las 
operaciones de suma y producto, respectivamente. Asi, los teoremas de Y son 
todas las sentencias verdaderas en esta estructura. 


EJEMPLO 1 


Podemos definir el símbolo relacional unario P y el símbolo relacional 
binario Q así: 

(Sp) WxlPx o Tyeyy=x), 

(Sp) Vo (Qxy + Tzhex = y). 


(El símbolo definido F se interpretará como el conjunto de los números pares y 
Q como la relación de divisibilidad.) Usando el predicado P podemos expresar 
que todo número natural es menor que algún número par así: 


Wxly(Rxy A Py), 
y si eliminamos P con ayuda de Óp, obtenemos 
Wip (Roy A dig2z 5 y). 


Usando el símbolo relacional binario O, expresamos que todo número es 
divisible por sí mismo como 
WxOxx, 


y si eliminamos Q con ayuda de 5p, obtenemos 


Vxdzhzx e x. 





| 
i 


ke 
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EJEMPLO 2 
Podemos definir la constante individual c asi: 
(6,) Walxss e 4+ gar == x). 


(La constante e se interpretará como el número cero.) Podemos hacerlo porque 
hay un único número » tal que n+1n=nm, de modo que 


Thrirgixr sx, 
TEVo((gu exa gyy Sy) >x% y). 
Mediante la constante individual e, expresamos que cero es el menor 
número natural como: | 
Wx(RexW es x). 


Para eliminar e de esta sentencia, la transformamos primero en la senten- 
cia equivalente 


Wayly == cA (RyaW y == x)) 


y a continuación aplicamos 0,, obteniendo 


Wady(gyy = y A (RyxV y = x)). 


EJEMPLO 43 
Podemos definir el símbolo funcional unario f asi: 
(37) Wal fx= y e (Ray AWuo(Rxu A Ruy))). 


(El símbolo f se interpretará como la operación sucesor.) Podemos hacerlo 
porque todo número natural tiene un único sucesor con respecto al orden 
natural, de modo que 


T Ev (Ray AWu=(Rau A Ruy), 
T le Voz (Roy A Wus(RxuA Ruy) A (Biz AWu-(Rxu ARuz)) > y = z). 


Con el símbolo funcional unario f podemos expresar que todo número es 
distinto de su sucesor mediante la sentencia 


Vis fx. 
Eliminamos f en dos pasos. Primero obtenemos la sentencia equivalente 


Way (fer y Ax y), 


Jn 
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y a continuación aplicamos Óf: 
Vo A Vis(Rau A Ri) Anas y). 


Veamos un caso ligeramente más complicado. Usando f, expresamos que 
la operación sucesor es inyectiva así; 


Vay(fx fy x= y). 
Para eliminar f obtenemos la sentencia equivalente 
Vayluv( fa UA fy ss vA (ue v xs y)) 


y aplicamos dos veces 67: 


Vayduv( (Ria AWe(Raz A Rzu)) A (Ryv AV2(RyzA Rev) A (uz v x= y)). 


EXTENSIONES DEFINICIONALES DE UNA TEORÍA 


Sea Tun tipo de semejanza, sea Y una teoría en el lenguaje L; y sea E un 
conjunto de axiomas para 7. Supongamos que introducimos un nuevo símbolo 
$ mediante una definición 3 de acuerdo con las estipulaciones anteriores. De 
este modo obtenemos una nueva teoría, T7*, en el lenguaje Ens 7” es la 
teoría obtenida al añadir a E un nuevo axioma, Ú. En efecto, 8, la definición 
de s, cumple el papel de axioma en 7*, Esto sólo significa que los teoremas 
de T* son las sentencias de Es) deducibles de ZU (6); en general, desde 
un punto de vista estrictamente lógico, las definiciones son axiomas. 7 y T* 
son esencialmente la misma teoría, ya que 1) por lo que respecta al lenguaje 
original, 7 y T* tienen los mismos teoremas (puesto que ó no es creadora) y 
2) todo teorema de T* es equivalente en T* a un teorema de 7 (puesto que s 
es eliminable con ayuda de 6). 

Podemos continuar este proceso añadiendo uno tras otro nuevos símbolos 
definidos. En el caso más general, introducimos en primer lugar un símbolo 
5, mediante una definición 6,, obteniendo la teoría 7, en lenguaje L,, ejAl 
continuación, partiendo de 7,, introducimos el símbolo s, mediante la defini- 
ción 07, obteniendo la teoría 7, en lenguaje Leups, ,,]- Luego, partiendo de 7 
introducimos el símbolo s mediante la definición 53, obteniendo la teoría T, 
en lenguaje L.yis, 2] etc. De este modo construimos una sucesión T,,....,T, 
de teorías, en lenguajes cada vez más ricos, pero que esencialmente tienen el 
mismo contenido que la teoría T, Decimos que estas teorías son extensiones 
definicionales de la teoría original. En general, 


Í,, es una teoría en el lenguaje £L,,, donde T, = TU 4s,,...sy), 


2. EU([6,,.,.,0,) es un conjunto de axiomas para 7, 
3. sic es una sentencia de £L,, T, FasiTHho, 
4. si O es una sentencia de £,,, hay o* de £; tal que 7, Eo, 
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En el uso de una teoría, no suele distinguirse entre la teoría original y sus 


sucesivas extensiones definicionales. Suele hablarse de la teoría original y de 


sus extensiones como de la misma teoría. Estrictamente hablando, son teorías 
distintas, pero, como hemos visto, si bien no tienen los mismos teoremas, todo 
teorema de cualquier extensión definicional es retormulable como un teorema 
de la teoría original, por lo que la identificación es inocua. 


9, Ejercicios 


1. Obtenga la primera forma del teorema de corrección (teorema 17.5) a partir de 
la segunda (teorema 17.7). 


2. ¡Puede haber dos conjuntos maximales consistentes disjuntos de sentencias de 
un mismo lenguaje? 


3. Demuestre el apartado (4) del teorema 17,14: 51 £ es un conjunto consistente 
maximal de sentencias de un lenguaje de primer orden y a y P son sentencias 
de este lenguaje, entonces (a+) € Esiia Lopez. 


4. Sea T un conjunto de fórmulas consistente maximal de un lenguaje L con un 
conjunto no vacío de constantes individuales. ¿Puede suceder que Jal € T y 
para todo término cerrado £, 07) € T? 


5, Demuestre la proposición 17.16: Si A es una estructura, Th(A) es una teoría 
consistente y completa. Además, 4 es un modelo de Th(A). 


¿Es toda teoría consistente y completa la teoría de alguna estructura? 
Muestre que toda teoría tiene un número infinito de conjuntos de axiomas, 


Demuestre el lema 17.18. 


po. 1” 


Demuestre el lema 17.19. 
10. Justifique la proposición 17.36. 


11, Sea T una teoría consistente en un lenguaje L y sea Q una fórmula de £ con x 
como única variable libre tal que T 5 Jx0t. Sea e una constante que no pertenece 
a L. Consideremos el conjunto de sentencias 


E=TUjfalc)) 


¡Podemos concluir que E es satisfacible? 


12. Obtenga la primera forma del teorema de completud (teorema 17.26) a partir 
de la segunda (teorema 17,27). 


13. Obtenga la segunda forma del teorema de completud (teorema 17.27) a partir 
del teorema de finitud para la consecuencia (teorema 17.29) y del hecho que toda 
sentencia lógicamente válida es deducible sin premisas (corolario 17.27). 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


ELEMENTOS DE LÓGICA FORMAL 


El lenguaje apropiado para hablar de órdenes lineales estrictos tiene un único 


simbolo propio, el simbolo relacional binario <. Muestre que toda sentencia de 
primer orden verdadera en todos los órdenes lineales infinitos es también verda- 
dera en algún orden lineal finito. 


Sea C= (04: 1 € NM) un conjunto infinito de constantes individuales distintas y 
sea £L el lenguaje de primer orden cuyos símbolos propios son las constantes de 
C y el símbolo relacional binario R. Considere la teoría Y en lenguaje L con el 
sigmente conjunto de axiomas: 


E = [Regco,Repcr,Rezta,... » 


es decir, E es el conjunto de todas las sentencias Rec, con c € €. ¿Es T finitamente 
axiomatizable? 51 lo es, halle un conjunto finito de axiomas para 7. Si no lo es, 
demuéstrelo, 


Sea XX la clase de los órdenes lineales estrictos finitos no vacíos y sea T' la teoría de 
K. Así, T es el conjunto de todas las sentencias en el lenguaje de primer orden 
con un símbolo relacional binario R que son verdaderas en todos los órdenes 
estrictos lineales finitos, Muestre que hay una estructura 4 = (A,RÁ) tal que 
AFET, pero AE XK. 


Sea P un símbolo de predicado y sea 'K la clase de las estructuras A = (4, PA) 
tales que tanto P% como A—P* son conjuntos infinitos. Halle un conjunto de 
axiomas para T(X) y muestre que esta teoría no es finitamente axiomatizable. 


Muestre que si Z y P' son dos conjuntos de sentencias de un lenguaje de primer 
orden sin modelos en común, hay una sentencia Qt tal que E |= a y TE 


Sean T y T' dos teorías en un mismo lenguaje £ tales que 


(a) T y T' no tienen modelos en común, y 
(b) toda estructura para L es un modelo de T o de 7”, 


Concluya que T y 7” son finitamente axiomatizables. 


Un buen orden es un orden lineal estricto A = (4,<%) (A 40) tal que todo 
subconjunto no vacío de A tiene elemento mínimo, Muestre que no hay ningún 
conjunto de sentencias de primer orden cuyos modelos sean exactamente los 
buenos órdenes. 





APÉNDICE Á 
SEMÁNTICA CON ASIGNACIONES 


En el capítulo 13 de este libro hemos definido los conceptos fundamenta- 
les de la lógica de primer orden por el procedimiento de ampliar el lenguaje 
con una constante para cada elemento del dominio de la estructura. Ahora 
bien, es frecuente definir estos conceptos utilizando el recurso técnico de las 
asignaciones. En este apéndice describimos sucintamente este método, 


DENOTACIÓN Y SATISFACCIÓN 


Sea A una estructura apropiada para un lenguaje de primer orden L. Una 
asignación en A es una función del conjunto de las variables en el dominio A 
de la estructura. Si s es una asignación en A, x es una variable y a € Á, 5, €8 
la asignación definida por 


ja s1A= y 
a0= (5, six y. 


OBSERVACIONES 


Para referirnos a la asignación (s3)), escribiremos simplemente sz. 
2. Sixk y, entonces 5%, = Sy: y 
3. Siasjb, la asignaciones $7, y 5, son distintas, puesto que atribuyen 
valores diferentes a la variable x: 


Sap (x) (36) = b 
sal) = (Sh) = a 


4. Si s(x)=a, entonces sí =s; en general, si X1,... ¿Xp SON variables y 
sx) =aj (1 <i<n), entonces 5,7, =8- 


> 
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Sis una asignación en la estructura A, definimos la denotación en A 
de un término £ de £ con respecto a la asignación s, en símbolos, 1%[s], de la 


siguiente forma: 


l. six es una variable individual, *[s] =s(x), 
2. sic es una constante individual, cA[s] =e?, 
3, si fes un signo funcional n—ario, (ff ...t.)?[s] =W(rP [5], .... :Pls). 
Sis es una asignación en la estructura A, la relación de satisfacción de 
una fórmula 0 de L en una estructura 4 con respecto a la asignación s, en 
símbolos, A [= ds], se define de la siguiente forma: 
AE (4 =1)[s] sii t?[s] =2 5], 
AFRt...to[s] sii (7 [5]...1% 5) € R?, 
AB] sii 2 Pio] 
AF (BAyis] sii AF Bl] y AF vs, 
AR (Bvyls] sii AE Bls] o Aj= vs), 
AF (B= yl] sii 4% Pls] o Al ys, 
Ar (Bo vis sii AE Bls] y AL Nal, o AL Bls] y ALA], 
A E VxB[s] sii para todo a€ A, AE Bls], 
A E 3xB(s] sii existe a € A tal que A |= Bls"]. 


NDA a 


Si Af als] diremos que la estructura A satisface la fórmula Qt con respecto 
a la asignación s. 


LEMA A.l, (DE COINCIDENCIA) Sean s y s' dos asignaciones en A. Para 
cula término + de L y cada fórmula Ql de L, 
(1) st para cada variable x que aparece en t, s(x) =$ (x), entonces 
A =%) 
(2) si para cado variable x que aparece libre Ol, s(x) =8'(x), entonces 


A olfs] si y sólo si Ar als). 


COROLARIO A.2, 
(1) Sit es un término cerrado, para cualesquiera asignaciones $ ys en 


Ms =1%s1) 
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1 . q ” f 
(2) Si Q6 es una sentencia, para cualesquiera asignaciones $ y $ 


en A, | 
Ak ols] si A |= als]. 


CONVENCIONES NOTACIONALES 


l. 


Si f es un término cerrado, podemos omitir la asignación y escribir 
«A» en lugar de «1% [s]», ya que, por el apartado (1) del corolario 
anterior, la denotación de 1 en A es la misma con respecto a cualquier 
asignación. 
Si QU es una sentencia, en lugar de «A |= 0:[s]», podemos escribir 
«A | >, pues, en virtud del apartado (2) del corolario anterior, 
la satisfacción de una sentencia en una estructura no depende de la 
asignación. Si Q es una sentencia y A [5 Ol, se dice también que A es 
un modelo de Q o que dl es verdadera en A. 
De acuerdo con el lema de coincidencia, si £ es un término cuyas 
variables se encuentran entre X1,...,Xy y 5, $ son dos asignaciones en 
una estructura A, 
Pl = Aca 

Por eso podemos omitir toda mención de las asignaciones y escribir 
simplemente | 

deis 

[orsl 

en lugar de 

pas], 


Ey -- yy 
Si el contexto indica claramente cuáles son las variables escribiremos 
e 
lag; Ap]: 
Análogamente, y también de acuerdo con el lema de coincidencia, sl 
o. es una fórmula cuyas variables libres sé encuentran entre 41,+.. ¿4 
y 5, y son dos asignaciones en una estructura A, 
-. po rs 
A als] sii AR OS, 222), 
por lo que, como en el caso de los términos, escribiremos simplemente 
AS Old 


en lugar de 


A = cla A 
Si el contexto indica claramente cuáles son las variables escribiremos 


A l= Ola, mA 4 Cb) 
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LEMA A.,3, (DE SUSTITUCIÓN) Sit es un término cerrado de L, A es una 


estructura y a= pe ; 
(1) para todo término r de L, 
CR o 
r(+) [s] > rial, 
(2) para toda fórmula Ol de L, 
AE a(;)[s] sii Af a[s). 


SATISFACIBILIDAD Y CONSECUENCIA 


_Un conjunto P' de fórmulas de un lenguaje de primer orden L es satis- 
facible si y sólo si existe una estructura A y una asignación s en 4 tal que 
AF 0ls], para toda 0. € T. Si T no es satisfacible, es insatisfacible. Si 4 = als], 
para toda QU: € P, decimos que A satisface T' con respecto a la asignación 5 
y escribimos «A j= Ts)». Si T' es un conjunto de sentencias, podemos escribir 
«AE Ps en lugar de «4 E Ps)». 

Una fórmula 0 de L es lógicamente válida si y sólo si para toda 
estructura A para £ y toda asignación s en A, A o(s]. 

Una fórmula O: es consecuencia de un conjunto de fórmulas P, en sím- 
bolos, PF a, si y sólo si para toda estructura A y toda asignación s en A: si 
AB TIÍs), entonces A = d[s|. En particular, si P es un conjunto de sentencias y 
S e una sentencia, P 5 Ur si y sólo si todo modelo de T es también un modelo 
de dl. 








APÉNDICE B 
ALFABETO GRIEGO 


Mayús. —Minús. 





mn 4d Aa ¿AMO ZÉ> A 0095505702. 


Nombre 


alfa 
beta 
gamma 
delta, 
épsilon 
dseta 
eta 
zeta 
jota 
kappa 
lambda 
1mu 

nu 

xl 
ómicron 
pi 

TO 
sigma 
tau 
ipsilon 
f 

ji 

psi 
omega 
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